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ABSTRACT

In this work the photoionisation of calcium atoms will be discussed. The
frequency doubler which is necessary for its realisation will be examined
theoretically. The experimental implementation will be given explicitly
and characterising measurements will be presented. A model to describe
Doppler-laser-cooling of ion crystals consisting of two ions with different
masses will be developed and its limits in terms of minimal reachable
energy will be calculated.

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird die Photoionisation von Calcium-Atomen diskutiert.
Die zur Realisierung notwendige Frequenzverdopplung wird ausfiihrlich
theoretisch erortert und die experimentelle Implementierung wird im
Detail angegeben und Messungen zur Charakterisierung prasentiert. Es
wird ein Modell zur Beschreibung der Doppler-Laser-Kiihlung von Ionen-
Kristallen bestehend aus zwei Ionen unterschiedlicher Massen entwickelt
und Grenzen der minimal erreichbaren Energien berechnet.

iii






DANKSAGUNG

Ich moéchte mich an dieser Stelle fiir die Unterstiitzung bedanken, die
man mir wahrend des letzten Jahres zukommen liefs.

An erster Stelle muss hier Dr. Olaf Mandel erwdhnt werden, der ohne
zu Zogern sehr viel von seiner Zeit opferte, um mir bei jedem Problem
ob im Labor oder am Computer mit Rat und Tat zur Seite zu stehen.

Ich bedanke mich aufrichtig bei Borge Hemmerling, Yong Wan und
Florian Gebert vom Difcos Team, dass sie es mir ermoglichten an ihrem
System Messungen durchzufiihren, dafiir ihre eigenen Projekte zurtick-
stellten und sich mit mir die Nachte im Labor um die Ohren schlugen.

Vielen Dank auch an Sven Klitzing aus der mechanischen und Chri-
stopher Bleuel und besonders Peter Carstens aus der elektronischen
Werkstatt fiir ihre Hilfe bei vielen kleinen Problemchen, die wir wihrend
meiner Arbeit 16sten.

Ich bedanke mich beim gesamten QUEST Team fiir eine sehr angeneh-
me Atmosphire. Besonderen Dank an Prof. Piet Schmidt, der es mir erst
ermoglichte die Arbeit an seinem Institut zu schreiben und stets noch
einige Minuten in seinem straffen Zeitplan frei machen konnte, wenn ich
um Unterstiitzung bat.

Vielen Dank auch an Prof. Christian Ospelkaus, der sich bereit erklédrte
diese Arbeit als Zweitgutachter zu bewerten.

Ich moéchte mich bei der Studienstiftung des deutschen Volkes bedan-
ken, dass sie mich wahrend meines gesamten Physikstudiums finanzi-
ell und vor allem ideell unterstiitzte. Diverse Sommerakademien und
Sprachkurse, sowie das finanzierte Auslandsjahr haben mich fachlich
und personlich sehr reifen lassen.

Fiir finanzielle Unterstiitzung muss ich hier auch der ,, Hannover School
for Laser, Optics and Space-Time Research” fiir das erteilte Stipendium
wihrend meiner Diplomarbeit danken.

Ich bedanke mich bei Temmo Wiibbena fiir sowohl fachlichen als auch
briiderlichen Rat, wann immer ich ihn nétig hatte. Vielen Dank an meine
Eltern fiir die grofie Zuneigung, die ich seit nunmehr 24 Jahren erfahren
darf.

Am Ende mochte ich meiner Freundin Christiane Kellner danken, dass
sie mir gerade in stressigen Zeiten stets den Riicken freihielt und es mir
nicht tibel nahm, dass ich oft sehr viel weniger Zeit fiir sie hatte, als sie
verdiente.






INHALTSVERZEICHNIS

2 CALCIUM

1 EINLEITUNG UND MOTIVATION 1
5
Photoionisation von Calcium 6

2.1

I FREQUENZVERDOPPLUNG VON LICHT MIT EINER WELLENLAN-
GE VON 845NM 11

3 THEORETISCHE GRUNDLAGEN DER FREQUENZVERDOPPLUNG
Polarisierung 13
Nichtlineare Suszeptibilititen = 14

3.1
3.2

33

3.4

3-5
3.6

3.7

3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.2.4
3.2.5

Permutations-Symmetrie 16
Kleinmann-Symmetrie 17
Voigt’sche Notation 17
Neumannsches Prinzip 18

Symmetrien im KTP-Kristall 19

Wellengleichung in nichtlinearen Medien 20

3.3.1
3.3.2
3-3-3

Frequenzverdopplung 22
Perfekte Phasenanpassung 26
Keine Phasenanpassung 28

Methoden der Phasenanpassung 29
Phasenanpassung basierend auf Doppelbrechung 29

3.4.1
3.4.2

Quasi-Phasenanpassung 30

Frequenzverdopplung mit Gauf3-Strahlen =~ 32
Frequenzverdopplung mit periodisch gepoltem KTP 34

Frequenzverdopplung im Resonator 37

3.7.1 Bow-Tie Resonator 37

3.7.2 Stabilitdt eines Bow-Tie Resonators 38

3.7.3 Abschitzung der Leistungserh6hung im Resona-

tor 42

4 EXPERIMENTELLE REALISIERUNG DER FREQUENZVERDOPP-
LUNG

Laserquelle fiir die Fundamentalwelle 49

Optischer Weg 49

Der Resonator 52

Resonatorstabilisierung 55

Effizienzmessungen 56

4.1
4.2
43
44
4.5

49

II ZWEI IONEN IN EINER LINEAREN PAUL-FALLE 59

5 THEORETISCHE BESCHREIBUNG VON ZWEI IONEN IN EINER
LINEAREN PAUL-FALLE 61

Gleichgewichtspositionen eines zwei-lonen-Kristalls 62

Schwingungsmoden des zwei-lonen-Kristalls 63

Radialmoden 66

Sympathetisches Kiihlen eines zwei-Ionen-Kristalls 67

5.1
5.2
53
54

vii

13



viii INHALTSVERZEICHNIS

5.4.1 Gleichzeitiges Kiihlen mehrerer Richtungen 70
5.4.2 2-lonen Kristalle mit 6 Moden 71
5.4.3 Einbeziehung zusatzlicher Heizraten 72
6 LADEN VON CALCIUM-IONEN 75
6.1 Detektionsprinzip 75
6.2 Photoionisations-Laser 76
6.3 Ausmessen der axialen Modenfrequenzen von zwei Magnesium-
Tonen 76
7 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 79

LITERATURVERZEICHNIS 81



ABBILDUNGSVERZEICHNIS

Abbildung 1
Abbildung 2

Abbildung 3

Abbildung 5
Abbildung 6

Abbildung 8
Abbildung 10
Abbildung 15

Abbildung 16
Abbildung 17

Abbildung 18
Abbildung 19
Abbildung 20
Abbildung 21

Abbildung 22
Abbildung 23

Abbildung 24
Abbildung 25

Niveaustruktur von neutralem Calcium 6
Photoionisationswirkungsquerschnitt von Calcium
im Grundzustand 8
Photoionisationswirkungsquerschnitt von Calcium
im 'P;-Zustand 9

Frequenzverdopplung schematisch 22
Intensitdten in der Fundamentalwelle bzw. der zwei-
ten Harmonischen fiir perfekte Phasenanpassung
Effizienzvergleich von Phasenanpassung, Quasi Pha-
senanpassung und keiner Phasenanpassung 31
Boyd-Kleinman Faktor in Abhidngigkeit der Para-
meter o und § 34

Optimaler Einkoppelspiegel gegen Eingangsleis-
tung 45

Airy-Funktion eines Resonators 46

Effizienz eines resonanten Verdopplers in Abhan-
gigkeit von der Eingansleistung 48

Vermessung der Laserschwelle des 844 nm Lasers
Testaufbau zum Vermessen des Resonators 53
Stabilisierung des Resonators 56
Ausgangsleistung des Resonators fiir verschiedene
Einkoppelspiegel 57

Moden eines 2>Mg / 4°Ca Ionenkristalls 66
Besetzungszahl der radialen ,COM”-Mode in Ab-
hingigkeit von der zusitzlichen Heizrate 74

Ca™-Ionen Detektionsschema 76
Ausmessen der axialen Schwingungsmoden fiir
zwei 2>Mg™*-lonen 77

TABELLENVERZEICHNIS

28

52

Tabelle 1

Tabelle 4
Tabelle 5

Calcium Isotope 5

Spezifikationen des 844 nm Lasers 50

Optische Bauteile des Resonator Testaufbaus 51

ix



X Tabellenverzeichnis

Tabelle 6 Eigenschaften des nichtlinearen Kristalls 54



EINLEITUNG UND MOTIVATION

. Wie weit noch?”, ,,Was wiegst du?” oder ,,Wie spiit ist es?”. Allseits be-
kannte Fragen, auf die wir alle ohne Zégern und Hemmungen sofort
antworten kénnen. Zumindest glauben wir das. Ohne dass es einem
wirklich bewusst ist, verwendet man bei der Beantwortung dieser Fragen
eine Einteilung von physikalischen Grofien wie Lange, Masse oder Zeit
in gebrduchliche Einheiten. Je mehr man dariiber nachdenkt, desto of-
fensichtlicher erscheint einem dieser Prozess, so dass man ihn fast schon
als natiirlich menschlich bezeichnen will. Eine quantitative Angabe einer
Grofse ohne eine bekannte Referenz macht keinen Sinn. Die Aussage ,Ich
wiege 75.” etwa ist im wahrsten Sinne wertlos.

Gerade wo es offenbar so menschlich ist Einheiten zu gebrauchen,
scheint es jedoch umso verwunderlicher, wie lange es gedauert hat, bis
sich die Menschen ernsthaft und wissenschaftlich mit ihnen befasst ha-
ben. Die Metrologie — die Lehre von den Maflen — hat ihren Ursprung
im Frankreich der sich anbahnenden Revolution. Ein Meilenstein etwa
war die beriihmte Meridianexpedition von Jean-Baptiste Delambre® und
Pierre Méchain®. Diese beiden franzosischen Astronomen und Geogra-
phen wurden von der Pariser Akademie der Wissenschaften ausgesandt
die Strecke zwischen Diinkirchen an der Nordsee und Barcelona am
Mittelmeer zu vermessen. Das Ziel der Mission: Die Definition einer
Langeneinheit basierend auf einer nattirlichen Grofe. Diese GrofSe sollte
der Erdumfang sein beziehungsweise genauer der zehn-millionste Teil
der Distanz von Pol zu Aquator auf der Erdoberfliche. Sie mafien die
Distanz, indem sie iiber die gesamte Strecke von iiber 1000 (heutigen)
Kilometern Triangulationspunkte auf Hiigeln, Kirchtiirmen oder Bergen
anlegten und jeweils die Winkel zwischen zweien von einem dritten
aus maflen. Zusammen mit dem Ausmessen einer Basislinie mit einem
Maf3stab und astronomischen Liangen- und Breitenmessungen an den
Endpunkten, liefS sich damit der Erdumfang erschlieffen. Die Mission
dauerte sieben Jahre und an ihrem Ende wurde das Meter definiert.

Zugegebenermafien hitte man den Platinstab, der daraufhin angefer-
tigt wurde und als Urmeter definiert wurde, auch einfach so auf eine
bestimmte Lange polieren kénnen und als Urmaf ansetzen, so wie es
auch schon bei einigen Langenstandards zuvor geschehen ist. Die Hand-
ler, die hundert Meter Stoff verkauften, interessierte es wohl kaum, dass
dies der 400.000-te Teil des Erdumfangs war. Das Charmante an der
Definition war jedoch etwas ganz anderes. Im Prinzip konnte nun jeder
losziehen und eine dhnliche Messung wie Delambre und Méchain ma-

1 * 1749, T 1822
2 * 1744, T 1804



EINLEITUNG UND MOTIVATION

chen und dann ein Meter anfertigen, was dem in Paris gleicht, ohne dass
er es oder eine der vielen Kopien je gesehen hitte.

In diesem Geiste wurde auch versucht alle anderen Einheiten auf Na-
turkonstanten, die tiberall den gleichen Wert haben, zuriickzufiihren.
Inzwischen ist zwar das Kilogramm immer noch durch einen Klotz in
Paris definiert, aber das Meter wird als 1 / 299.792.458 der Strecke die
Licht in Vakuum in einer Sekunde zuriicklegt aus der konstanten Licht-
geschwindigkeit und der Sekunde hergeleitet. Die Sekunde wiederum ist
das 9.192.631.770-fache der Periodendauer der dem Ubergang zwischen
den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von Atomen
des Nuklids '33Cs entsprechenden Strahlung [18].

Mit dieser Definition hat sich die vorher rein klassische Metrologie
untrennbar mit der Quantenphysik verbunden. Dies ist zwar ganz im
Sinne des Metrologiegedankens — gleichen sich doch alle '33Cs-Atome
auf der Erde bis aufs kleinste Detail — bringt aber auch die gesamte
Komplexitdt der Quantentheorie in das Feld. Zwar sind alle Caesium-
Atome gleich, die Strahlung des Hyperfeinstrukturiiberganges jedoch
kann sich unterscheiden, etwa wenn die Atome unterschiedliche Relativ-
geschwindigkeiten zum Beobachter haben oder sich in unterschiedlichen
elektromagnetischen Feldern befinden.

Um die Differenz der Zeitmessungen an zwei guten Uhren auf der
Welt noch weiter zu reduzieren, werden immer ausgereiftere Verfahren
entwickelt die Effekte, die die Strahlung der Atome verdndern, auszu-
rechnen, zu messen oder zu kompensieren. Der zur Zeit beste Uhrenver-
gleich wurde zwischen zwei Atomuhren gezogen, die auf der Strahlung
von einzelnen Aluminium Ionen (?” Al*) beruhen [13]. Diese Spezies
zeichnet sich dadurch aus, dass sie einen Ubergang mit sehr geringer
Empfindlichkeit auf die meisten der zur Zeit schlecht kontrollierbaren
frequenzverandernden Effekte hat. Ein Beispiel ist etwa die Unsicherheit
in der Frequenzverschiebung durch Schwarzkorper-Strahlung, die mo-
mentan viele Atomuhren limitert, bei Aluminium-Ionen aber nur eine
untergeordnete Rolle spielt.

Im Rahmen des iQLOC Projektes wollen wir eine Aluminium-Ionen-
Uhr bauen, die hoffentlich noch besser Ticken wird als die momentan
vorhandenen. Unser Ziel ist also in die Fufistapfen von Delambre und
Meéchain zu treten und unseren eigenen Beitrag zur Verbesserung des
Einheitensystems zu leisten.

Das Uhrenprojekt ist nur kurz vor der Aufnahme dieser Diplomarbeit
angelaufen, sodass sehr viel Aufbauarbeit geleistet werden musste. Dieses
Dokument ist als Zwischenbericht iiber den Aufbau einer optischen Uhr
aufzufassen, wobei sich auf nur zwei Aspekte der im letzten Jahr vom
Autor erbrachten Arbeit beschrankt wird.

Im ersten Teil der Arbeit wird die Photoionisation von Calcium-Ionen,
die in der Atomuhr zur Abfrage und zum Kiihlen des Aluminium-
Ions dienen, erortert. Daraufhin wird die zu diesem Zweck aufgebaute
Frequenzverdopplung von infrarotem Laserlicht ausfiihrlich theoretisch
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erklart werden und die Messergebnisse der Charakterisierung der Ver-
dopplung présentiert.

Im zweiten Teil wird dann das Verhalten von zwei Ionen in einer
Ionenfalle untersucht. Es ist wichtig zu verstehen, welche Felder das
Aluminium-Ion in der optischen Uhr erfdhrt und wie die Bewegung
des Ions zu erwarten ist. Dafiir ist es auch notig die Mechanismen der
Laser-Kiihlung zu verstehen und abschétzen zu konnen, wie viel Energie
nach der Kiithlung noch in der Bewegung des Ions in die verschiedenen
Raumrichtungen vorhanden ist. Es wird ein Modell entwickelt, wie ein
Ionenkristall aus zwei verschiedenen Ionen, bei denen nur das eine
gekiihlt wird, auf externe Heizraten etwa durch fluktuierende Felder
reagiert.

Am Schluss wird noch kurz tiber den Test des Photoionisations-
Systems in einer zu einem Nachbarexperiment gehorenden Ionenfalle
berichtet, bevor Zusammenfassung und Ausblick die Arbeit abschliefSen.






CALCIUM

Calcium ist das chemische Element mit der Ordnungszahl 20. Es liegt
in der zweiten Hauptgruppe des Periodenystems der Elemente und
gehort damit zu den Erdalkalimetallen. Es kommt in der Natur nur
in gebundener Form vor, ist aber dennoch das fiinft-haufigste Element
in der Erdkruste nach Sauerstoff, Silicium, Aluminium und Eisen [54].
Es findet sich hauptsachlich als ,Calcit” (CaCOj3, Kalkstein, Marmor,
Kreide, Muschelkalk) und als ,,Dolomit” (CaMg(CO3);). Die Herstellung
elementaren Calciums erfolgt fiir gewohnlich in zwei Schritten. Zuerst
wird Kalkstein gebrannt, wobei Kohlenstoffdioxid ausgetrieben wird
CaCO, 22°°S, Ca0 + CO,.

Daraufhin wird das verbliebene Calciumoxid mit Aluminium reduziert,
indem beide unter Vakuum auf 1200 °C erhitzt werden

3Ca0 + 2A1 2°°°5, 3Ca + ALO,.

Elementares Calcium ist ein silberweifSes bis hellgoldgelbes, glinzendes
Metall, dass eine Dichte von 1,54 g/cm3 hat, bei 839 °C schmilzt und
bei 1482 °C siedet. Aufer fiir Atomphysikexperimente findet es in der
Industrie Verwendung bei der Herstellung von Metallen wie Chrom (Cr),
Zirconium (Zr), Thorium (Th) und Uran (U), wo es als Reduktionsmittel
dient [24].

Calcium liegt grofitenteils als 4°Ca vor, aber es existieren noch fiinf
weitere stabile Isotope. In Tabelle 1 sind diese mit ihrer relativen Haufig-
keit angegeben. Hierbei haben alle einen Kernspin von I = 0 bis auf das
43Ca—Iso’cop, dass einen Kernspin von I = 7/2 aufweist.

ISOTOP RELATIVE HAUFIGKEIT

40Ca 96,9%
42Ca 0,647%
43Ca 0,135%
44 Ca 2,09%
46Ca 0,004%
48Ca 0,187%

Tabelle 1: Calcium Isotope und deren relative Haufigkeit
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2.1 PHOTOIONISATION VON CALCIUM

Calcium liegt im Grundzustand in der Konfiguration [Ar]4s? vor. Es
hat drei volle Schalen und zwei aktive Elektronen in der Aufienschale.
Hauptsachlich diese bestimmen die Energieniveaus und daher ist Cal-
cium Helium-dhnlich und besitzt genau wie dieses ein Singlett- und
ein Triplett-System. Die erste Ionisationsschwelle von Calcium liegt bei
6,11€V oder 203nm. Der einzige fiir dieses Experiment wichtige aber
zugleich auch der stirkste Ubergang im Calcium ist der 4s? — 4s4p
1Sy — 1Py Ubergang bei 422,792 nm. Er ist zusammen mit der Ionisa-
tionsschwelle in Abbildung 1 gezeigt. Die natiirliche Linienbreite des
Ubergangs betragt 35,4(3) MHz [32].

Kontinuum
A
6.11]
375 nm
S
= 1
(0]
§7 2,93 ......................... | P1 L
(0]
C
i
422,792 nm
1
0 ..............
S

Ca,

Abbildung 1: Niveaustruktur von neutralem Calcium. Es sind die zur Ionisa-
tion verwendeten Laserstrahlen eingezeichnet. Man sieht, dass
der zweite lonisationsschritt bei 375 nm die Ionisationsschwelle
tiberschreitet.

Die Photoionisation, die in diesem Experiment verwendet wurde, war
eine sogenannte zwei-Farben-Photoionisation. Das heifit, dass gleichzeitig
zwei Laser mit unterschiedlichen Wellenldngen eingestrahlt werden, um
Photoionisation zu erreichen. Allerdings ist dies kein koherdnter Prozess,
sondern ein zwei-Stufen-Verfahren. Erst wird das Atom resonant auf den
1P¢-Zustand angeregt und dann in einem zweiten Schritt von dort aus
ionisiert.
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SCHRITT 1 — VON 'sp NACH 'p; Dieser Ubergang ist ein dipoler-
laubter (E1)-Ubergang, der eine Sattigungsintensitit von 612 W/m? hat.
Das bedeutet, dass ein Strahl mit einem Strahlradius von 0,1 mm eine
Leistung von ca. 19 uW haben muss, damit der Ubergang gesittigt ist. Es
stellt kein Problem dar, diese Leistung mittels eines frequenzverdoppel-
ten Diodenlaser bereit zu stellen, weswegen davon ausgegangen werden
kann, dass stets Séttigung vorliegt. Da das statistische Gewicht des ange-
regten Zustandes 3 und das des Grundzustandes 1 betrédgt *, ist davon
auszugehen, dass stets 3/4 der Atome im angeregten Zustand zu finden
sind und 1/4 im Grundzustand. Liegt ein dufleres Magnetfeld an, sodass
beim 'P;-Zustand Zeeman-Aufspaltung stattfindet und der Laser nur
noch mit einem der drei nun nicht mehr entarteten 'P;-Zustinde reso-
nant ist, dann verschiebt sich dieses 1:3 Verhéltnis zu einem 1:1 Verhéltnis
und die Ionisationsraten sinken dementsprechend. Das Magnetfeld, um
die hierfiir nétige Aufspaltung der Zeeman-Niveaus um eine Linienbreite
zu erreichen liegt in der Grofsenordnung von 1 mT [42].

SCHRITT 2 — VON 'pj INS KONTINUUM Der zweite Schritt der lo-
nisation ist wesentlich schwieriger zu beschreiben als der erste. Dies
liegt hauptsichlich daran, dass Ubergangswahrscheinlichkeiten von ge-
bundenen Zustdnden in ungebundene Zustdnde bei schweren Atomen
aufierordentlich schwierig zu berechnen sind. Gerade die Photoionisation
von Calcium scheint hier besonders tiickisch zu sein, was durch die
grofie Anzahl teilweise voneinander abweichenden Berechnungen der
Photoionisationsquerschnitte in theoretischen Publikationen der letzten
Jahre gezeigt wird (etwa [5, 34, 51]).

Das Problem dabei ist, dass die zu berechnenden Dipolmatrixelemen-
te [(Wy | D | ¥y)| sehr kompliziert werden konnen. Hier soll ¥,, der
ungebundene Zustand, D der Dipoloperator und ¥y, der gebundene
Zustand sein. Zurtickfithren ldsst sich dies auf die Tatsache, dass die
Wellenfunktionen der Zustdnde nicht genau genug bekannt sind. Ein wei-
teres Problem, das die Rechnungen verkompliziert, sind die sogenannten
Autoionisationen. Diese treten dann auf, wenn Zweielektronenanregung
in Zustande die {iber der Ionisationsschwelle liegen stattfindet. Ein ein-
faches Beispiel ist etwa die Anregung von Helium aus dem 1s? in den
2s2p Zustand, der dann in ein ionisiertes Atom und ein Elektron zerfallt

hv + He(1s%) — He(2s2p) — He™ +e~

Diese Autoionisationen konnen mit der ,normalen” Photoionisation in-
terferieren und dabei kdnnen recht komplizierte Verldufe der Wirkungs-
querschnitte entstehen, von denen die beriihmte Fano-Struktur nur fiir
den einfachen Fall nicht tiberlappender Resonanzen auftritt [44].

Es wurden immer komplexere Modelle zur Berechnung des Photoio-
nisationswirkungsquerschnitts aufgestellt und durchgerechnet. Gute Er-
gebnisse scheint hierbei eine , Kombination aus B-Spline basierten Mo-
dellpotentialen mit der R-Matrix Floquet-Theorie” erreicht zu haben

1 fiir unpolarisiertes Licht
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[34]. Die Querschnitte aus Theorie und Experiment fiir ein-Photonen-
Photoionisation von Calcium nahe der Schwelle aus dem Grundzustand
zeigt Abbildung 2. Es ist deutlich erkennbar, dass die Autoionisationsre-
sonanzen sehr grofien Einfluss auf die Ionisationsraten bei Calcium haben
konnen. Es kann nicht davon ausgegangen werden, dass eine monotone
Abhingigkeit des Wirkungsquerschnittes von der Frequenz v vorliegt,
wie etwa bei der Ionisation von Wasserstoff (dort Wirkungsquerschnitt
~v73).

140
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Abbildung 2: Photoionisationswirkungsquerschnitt von Calcium im Grundzu-
stand. Die durchgezogene und die gepunktete Linie stellen theo-
retische Berechnungen dar, die gestrichelte experimentelle Mes-
sungen (nach [34])

Ein Problem ist jedoch, dass fiir angeregtes Calcium im 'P;-Zustand
ganz andere (Autoionisations-)Ubergénge erlaubt sind, als fiir Calcium
im Grundzustand. Es gibt jedoch nur eine einzige Veroffentlichung, in
der der Wirkungsquerschnitt ausgehend von diesem Zustand berechnet
wurde [51]. Der Graph aus diesem Artikel ist in Abbildung 3 dargestellt.

Nach Angabe der Autoren ist die Resonanz bei 383 nm in diesem
Graphen nur auf +5nm bekannt. Im Rahmen dieser Unsicherheit wurde
die Kurve von [32] bestidtigt. Dort wurde eine 389 nm Laserquelle fiir den
zweiten Ionisationsschritt verwendet. Auch mit 391 nm [19] und 375 nm
[28, 47] Laserquellen und mit LEDs bei Zentralwellenldngen von 380 nm
[49, 45] und 375nm [32] wurde die Photoionisation vom 'P;-Zustand
aus erfolgreich durchgefiihrt.

Diese Wellenldngen profitieren wohl alle von der in Abbildung 3
gezeigten Resonanz. Leider ist dort nicht gezeigt, wie sich der Querschnitt
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Abbildung 3: Photoionisationswirkungsquerschnitt von Calcium im 'Py-
Zustand.

etwa bei 267,5 nm verhilt, da diese Wellenldnge in der optischen Uhr als
Uhrenlaser sowieso vorhanden sein muss und sich dann gegebenenfalls
auch als Ionisationslaser fiir Calcium verwenden liefe.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde daher ein 375 nm Laser fiir den zwei-
ten Schritt der Ionisation verwendet.

ANMERKUNG

Photoionisation ist nicht die einzige Moglichkeit Ionenfallen zu la-
den. Eine andere hdufig verwendete Methode ist das Bombardement
der Atome durch einen Elektronenstrahl. Diese hat aber gegeniiber der
Photoionisation den Nachteil, dass Elektronen des Elektronenstrahls die
isolierenden Teile der Ionenfalle aufladen konnen, was zur Verschiebung
der elektrischen Felder in Ionennihe fithren kann. Gerade bei Prizisi-
onsexperimenten wie der optischen Uhr ist dies jedoch bestmoglichst
zu vermeiden, da unbekannte Streufelder nicht nur die Unsicherheit
der systematischen Verschiebungen der Resonanz, die vom elektrischen
Feld abhédngen, erhoht, sondern auch fiir zusitzliche Heizraten der Ionen
sorgen konnen. Auflerdem wurde von [19] gezeigt, dass in deren Appa-
ratur die Photoionisation etwa fiinf Groflenordnungen effizienter ist, als
die Elektronenstrahl-Methode. Dies bedeutet, dass fiir gleiche Laderaten
ein sehr viel geringerer Atomfluss verwendet werden kann, der dann
auch die Fallenelektroden weniger beschmutzt, was fiir eine geringere
Heizrate aus dem Grundzustand sorgen konnte [50].
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THEORETISCHE GRUNDLAGEN DER
FREQUENZVERDOPPLUNG

Bereits ein Jahr nachdem der Rubinlaser im Jahr 1960 entwickelt wur-
de, wurde auch das erste Mal Frequenzverdopplung beobachtet [16]. In
den folgenden fiinf Jahrzenten wurde diese Technologie weiterentwi-
ckelt und erforscht. Diese ungebrochene Aufmerksamkeit fiir das Feld
lasst sich wohl hauptsédchlich durch die extreme Niitzlichkeit eines Fre-
quenzverdopplers aber auch durch die Faszination begriinden, die einen
iberkommt wenn das erste Mal beobachtet wird, wie aus einem un-
sichtbaren infraroten Lichtbiindel ein strahlend leuchtend blauer Strahl
wird. Dieser aufiergewohnliche Effekt ldsst sich jedoch erstaunlich leicht
erkldren, einfach indem eine einzige Grofie der linearen Optik — die
dielektrische Polarisierung eines Mediums — nach dem elektrischen Feld
entwickelt wird. Dieser Ansatz soll in diesem Kapitel verfolgt und ausge-
hend davon einige allgemeine Eigenschaften der Frequenzverdopplung
hergeleitet werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Verdoppler in einem optischen
Resonator aufgebaut, der den nichtlinearen Kristall PPKTP beinhaltet.
Daher wird dieser Spezialfall der Verdopplung im Anschluss an die
grundlegenden Theorien ausfiihrlich behandelt.

3.1 POLARISIERUNG

Grundlegend zur Erklarung der Frequenzverdopplung ist das Verstand-
nis der dielektrischen Polarisierung P. Diese Grofse bezeichnet das sum-
mierte vom elektrischen Feld induzierte Dipolmoment pro Volumenein-
heit V eines Mediums. Seien zum Beispiel N Molekiile in einer Volumen-
einheit des Mediums und bezeichne p; das Feld-induzierte Dipolmoment
des i-ten Molekiils, so wére die dielektrische Polarisierung gegeben durch

N
P(t)- V=) pi(t). (3.1)
i=1

Das induzierende elektrische Feld ist gewohnlich eine elektromagnetische
Welle und daher zeitabhingig. Diese Zeitabhangigkeit vererbt sich dann
auf p; und P.

Wenn das eingestrahlte elektrische Feld quasi monochromatisch ist
und mit seiner Frequenz weit entfernt von eventuellen Resonanzen des
Mediums liegt, dann ist die dielektrische Polarisierung dominiert durch
den Effekt der Elektronenwolkenverschiebung. Dieser Begriff bezeichnet
die Verdnderung der dufseren Elektronenhtiille von Atomen, Ionen oder

13
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Molekiilen im Medium durch das angelegte elektrische Feld. Typische
Reaktionszeiten liegen bei weniger als 10715 s [21].

In der klassischen Optik wird diese Polarisierung als linear abhangig
vom elektrischen Feld angenommen, also

P = ¢oxVE. (3.2)

Hierbei ist g ~ 8,854 - 10~ 2 F/m die elektrische Feldkonstante und der
lineare Operator x!) wird als Suszeptibilitit erster Ordnung bezeichnet.

Im Fall eines isotropen Mediums ist x(!) einfach als Skalar gegeben
und der komplexe Brechungsindex n des Mediums kann dann tiber
dessen Suszeptibilitdt erster Ordnung definiert werden:

n? =1+x" (3-3)

Im nicht isotropen Medium ist x1) als Tensor zweiter Stufe aufzufassen
und kann als 3 x 3-Matrix geschrieben werden:

1) (1 ( (1)

1
P>(c Xxx Xxy) Xxz Ex
1 1 1 1
P =eo [ i xby xbe | | Ey (3.4)
1 1 1 1
Lt X xy xY /) \E.

Mit der Suszeptibilitat erster Ordnung kann man samtliche klassischen
Effekte der Lichtausbreitung in Materie erkldren wie etwa Reflexion,
Brechung, Dispersion des Brechungsindexes, Streuung und auch Dop-
pelbrechung. Um die Erzeugung neuer Frequenzen zu erkldren, wie
etwa bei der Frequenzverdopplung, sind jedoch Suszeptibilitdten hoherer
Ordnung vonnoten.

3.2 NICHTLINEARE SUSZEPTIBILITATEN

Der linear vom elektrischen Feld abhangige Teil der Polarisierung hat
bis zur Erfindung des Lasers im Jahre 1960 [33] ausgereicht, um die
Wechselwirkung zwischen Licht und Materie hinreichend zu erkldren.
Vorher war es schlicht zu schwierig ausreichend grofSe Lichtintensitaten
zu erreichen, um nichtlineare Effekte zu beobachten.

Werden jedoch diese hohen Intensitdten eingestrahlt, muss man nicht-
lineare Abhingigkeiten der Polarisierung zum elektrischen Feld bertick-
sichtigen. Die Entwicklung der Polarisierung nach dem Feld ergibt

P=¢p <Xm:E—l—x(z):EE+X(3):EEE+...). (3-5)

Hierbei sind die x(V) die Suszeptibilitdten i-ter Ordnung, die wie schon
x'") im Allgemeinen als Tensoren aufgefasst werden miissen. Die : deu-
ten ein Anwenden des Tensors auf die nachfolgenden Felder an. EE
bezeichnet hier also kein direktes Produkt.
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Die Bedeutung dieser Entwicklung wird schnell klar, wenn als Beispiel
im eindimensionalen Raum die Polarisierung zweiten Grades fiir den Fall
betrachtet wird, dass nur eine monochromatische Welle mit Frequenz w
in das Medium eingestrahlt wird.

P () = eoxPE(1)? (3.6)
= eox %) (E cos(wt))? (3-7)
= eox P E? cos? (wt) (3-8)
1
= Eeox(z)Ezﬂ + cos(2wt)) (3-9)

Dies zeigt, dass bereits der X(z) Term ausreicht, um Frequenzverdopplung
zu erreichen.

Suszeptibilitdtstensoren werden typischerweise als Funktionen im Fre-
quenzraum definiert. Sei das eingestrahlte elektrische Feld gegeben durch
eine Summe von Feldern mit diskreten Frequenzen w:*

3
E(t) = Z Z (Ej,waei“)clt +C.C.) ej, (3.10)

we>0j=1

wobei die Ej (,, die j-te kartesische Komponente des komplexen Feldvek-
tors des Feldes, welches mit Frequenz w schwingt, darstellen.

Die Polarisation P(t) wird ausgedriickt als Summe von Polarisationen
P die jeweils von der n-ten Potenz des elektrischen Feldes abhdngen

P(t) =) PM(). (3.11)

Auch diese sogenannten Polarisationen n-ter Ordnung kénnen wieder

in ihre Fourierkomponenten P;E]:U)b zerlegt werden

3
P(n)(t) — Z Z <P).(:nw)beiwbt +C.C.) ej. (3.12)

wp>0ij=1

Fiir die Komponenten Pj(r;)b ist bekannt, dass sie von n elektrischen

Feldkomponenten abhdngen, und dass ihre Frequenz wy betrdgt. Es
muss also gelten:

Pglb)eiwbt - Ew1 eiw1tEw2eiw2t . Ewneiw“t (313)
= (Ew1sz ”'Ewn)ei(w1+w2+~-+wn)t (3-14)
Es konnen also nur solche Therme in den Polarisierungen auftreten,

deren Frequenz sich als Summe von n Frequenzen der eingestrahlten Fel-
der schreiben ldsst. Hierbei konnen auch Differenzfrequenzen wie etwa

1 Im allgemeineren Fall kann man die Summe ersetzen durch ein Integral. Das dndert an
der folgenden Rechnung prinzipiell nichts.
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w17 — w; entstehen, da in Gleichung 3.10 durch das komplex Konjugieren
der E-Feld Komponenten auch alle negativen Frequenzen auftauchen.

Nun kann der Suszeptibilitits-Tensor fiir die i-te Komponente der
nichtlinearen Polarisation n-ter Ordnung der Frequenz wy wie folgt
definiert werden:

3
(n) (n) .
Pi,T:Ub = €9 Z Xi;“k(wb LWi,..

.y wn)Ej,un T Ek,wn (315)
jook=1
mn
Wy = Z wi (3.16)
i=1

Diese Formel ist so zu verstehen, dass alle moglichen Kombinatio-
nen der elektrischen Feldkomponenten E; (,;, deren Frequenzen in der
Summe wy ergeben multipliziert werden und der Material- und Fre-
quenzabhangige Tensor ng_].k(wb twi,...,wy) dann angibt, wie stark
das jeweilige Komponentenprodukt zur Polarisierung beitragt. Das wy, :
bei den xSl)k in der Klammer ist gdngige Konvention und nur deshalb
noch einmal aufgefiihrt, um sofort erkennen zu kénnen, um welche
Ausgangsfrequenz es sich handelt.

Ausgeschrieben in Matrixform sieht Gleichung 3.15 fiir n = 2 und
w3 = w1 + wz wie folgt aus:

Ex(w1)Ex(w2)
Ex(w1)Ey(w2)
Ex(w1)Ez(w2)

Py X Xy -oe Xark ) | Eylwn)Ex(w))

P | (w3) =eo | X2 X3y oo x| | Eylwi)Ey(w2) | B17)

P Xk Xexy oo Xk | Eylwn)Ez(@)
Ez(w1)Ex(w2)
E.(w1)Ey(w3)
Ez(w1)Ez(w3)

Die xEJn)k sind Tensoren (n + 1)-ter Stufe in drei Dimensionen und

haben demnach 3™*! Elemente. In den meisten Medien reduziert sich
jedoch die Anzahl unabhdngiger Elemente dieser Tensoren drastisch
aufgrund von Symmetrien.

3.2.1 Permutations-Symmetrie

In Gleichung 3.15 wurden die Eingangsfrequenzen wi, ..., wn von 1 bis
n durchnummeriert. Da diese Nummerierung vollkommen willkiirlich
ist und sie beliebig gew&hlt werden kann, muss gelten:
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:Xi...k...j...l(wb fee, Wy, Wp, e, Wwn)  (3.18)

Im Fall von verlustfreien Medien schliefst diese Permutations-Symmetrie
auch die Ausgangsfrequenz mit ein:

:x)g_r.t_)i_._k___l(—wp fees,~Wp, ..., Wq,..., Wn) (3.19)

3.2.2  Kleinmann-Symmetrie

Bei der Kleinmann-Symmetrie geht man davon aus, dass die eingestrahl-
ten Felder sehr weit entfernt von eventuellen Resonanzen des nichtlinea-
ren Mediums liegen. In diesem Bereich ist das Material verlustfrei und
die Suszeptibilitdten hdangen fast nicht von der Frequenzen ab [36]. Dies
bedeutet, dass Frequenzen des Suszeptibilitdtstensors beliebig vertauscht
werden koénnen:

Xi(L.TT.)j...k...l(wb ,Wp, e, Wq,een, Wn)
(n)
= i.T.l.j...k...l(wb S Wq,eee, Wp,een, Wn)
(n) (3.20)
=Xi..j...k.... = Konstant

Da die verlustfreie Permutations-Symmetrie in der Kleinmann-Symmetrie
enthalten ist, folgt zudem, dass auch die Indices frei vertauscht werden
konnen:

(m) (m) (n)
Xiigo ke =X d k1= X kil (3.21)
Im folgenden soll davon ausgegangen werden, dass die Kleinmann-
Symmetrie vorliegt.

3.2.3 Voigt'sche Notation

Bei vorliegender Kleinmann-Symmetrie, kann Gleichung 3.17 vereinfacht
werden, indem ausgenutzt wird, dass etwa X,(i)y ExEy = XECZU)XEH Ey gilt.

Die nichtlineare Koeffizienten in Voigt’scher Notation sind durch di; =

(2) _ (2 .
Xikj = Xqji mut

11 12 13 165
jkl=121 22 23| =[U=1|6 2 4 (3.22)
31 32 33 5 4 3

definiert.
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Gleichung 3.17 lautet dann (fiir den Fall der Frequenzverdopplung):

:eo

div di2 diz dig
dz1 dzx dzz das
d31 d32 d3z dig

dis dis
dxs dze
d3s dse

ES w

E? o

EZw
2By, wExw
2B, wEzw
2B, wEyw

(3-23)

Der Tensor x(z) wurde damit von 27 Eintrdgen auf 18 reduziert, von

denen auch noch einige gleich sind, wie etwa d;, = X1222 =X

Ersetzt man alle unnétigen Eintrage, ergibt sich

:eo

di; dix dis
die dp2 dp3 dys
dis dpsa diz das

dis dis dis
dig di2
di3 dig

(2)

EZ

X, W

2
Ey,w
EZ

z,W

ZEy,w Ex,w
ZEx,w Ez,w
2B, wEy,w

2
13h = da.

(3-24)

Damit wurde der Tensor auf lediglich 10 unabhédngige Koeffizienten
reduziert. Weitere Eintrdge verschwinden abhidngig von der Symmetrie
des verwendeten Materials.

3.2.4 Neumannsches Prinzip

Betrachtet man eine orthogonale Transformation T (TT =T ") des elek-
trischen Feldes E’ = TE dann transformieren die Komponenten E; und
P; wie folgt (es gilt die einsteinsche Summenkonvention):

E{ = Ty, By,
Ei, = Ty, E/
P{ =T, Py,
Pi, = Tu, P!

2)

Die Transformierte der Gleichung P; = €OX§]kEjF—k ist dann:

2
P{=Tii, Py, = Tty €0Xi 1, B By

2 !
= €0Tﬁ1 T])] Tkk] XE]])1 k4 E)/E]/<

2 /
= eoxgjli 314

Wobei die transformierte Suszeptibilitit

(2

Xij V= T, Ty, Ty X4

2)
151K

(3-25)
(3.26)
(3-27)
(3.28)

(3-29)
(3-30)
(3-31)

(3-32)
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definiert wurde.

Das Neumannsche Prinzip besagt nun, dass Transformationen, die ein

Medium in sich selbst abbilden — also einer Symmetrie des Materials ent-
sprechen — den physikalischen Bezug zwischen Feldern und Medien nicht
dandern. Daher sind die Suszeptibilitdten unter diesen Transformationen
invariant:
XE,)'Z) = Ti; Tyjy Ty xif}lk] (3.33)
Liegt beispielsweise ein isotropes Medium vor, dann erfiillt dieses unter
anderem die Inversionssymmetrie Ti;, = (—1)d;4,. Fiir diese Medien folgt
aus Gleichung 3.33:

2 2 2
Xie = (=1 X = x5 =0 (3-34)

Nichtlinearititen zweiter Ordnung verschwinden also in isotropen Medi-
en. Deswegen ist in solchen auch keine Frequenzverdopplung moglich
und es miissen nicht-inversionssymetrischen Kristalle verwendet werden.

3.2.5 Symmetrien im KTP-Kristall

Ein Kristall, bei dem Frequenzverdopplung moglich ist, ist Kaliumtita-
nylphosphat (KTP). Beispielhaft soll an diesem Material gezeigt werden,
wie der Suszeptibilitdtstensor weitere Eintrage aufgrund der Symmetrien
des Materials verliert. Der Kristall (er gehort zur sogenannten Punkt-
gruppe 2mm, siehe etwa [3]) hat drei Symmetrien: 180° Drehung um die
z-Achse, Spiegelung an der x-z-Ebene und Spiegelung an der y-z-Ebene,
siehe Abbildung 4.

X

Abbildung 4: Symmetrien der Punktgruppe 2mm.
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20 THEORETISCHE GRUNDLAGEN DER FREQUENZVERDOPPLUNG

Aus diesen Symmetrien kann nun mit Hilfe des Neumannschen Prin-
zips gefolgert werden, dass sich der Suszeptibilitdtstensor zweiter Ord-
nung auf nur noch fiinf unabhingige Eintrdge reduziert:

EZ

2) E%; w
p2) 0 0 0 0 di5 0 o
P, =€ 0 0 0 du 0 0 =0 1. (3.35)
P da ds2 dzs 0 0 o) |Twetxe
, 31 32 33
o 2B 0Bz w

AT T

Es ist also bei einem KTP-Kristall moglich Frequenzverdopplung etwa
dadurch zu erreichen, dass man z-polarisiertes Licht auf den Kristall
einstrahlt. Dann wire auch die nichtlineare Polarisierung entlang der
z-Achse. Im nichsten Abschnitt wird erkldrt, wie diese Polarisierung
dazu ausgenutzt werden kann ihrerseits ein elektrisches Feld — dann aber
mit der doppelten Frequenz 2w — abzustrahlen.

3.3 WELLENGLEICHUNG IN NICHTLINEAREN MEDIEN

Gegeben seien die Maxwell-Gleichungen im Vakuum:

V-E=p/eo (3.36)
V-H=0 (3:37)
d
E=—u—H :
V x Moz (3-38)
d
H=ij —E :
V x jteos, (3-39)

wobei E, H, p und j das elektrische Feld, die magnetische Erregung, die
Ladungsdichte bzw. die Stromdichte bezeichnen. py ~ 1.2566 - 107°H/m
ist die magnetische Feldkonstante. Um diese Gleichungen fiir die Fel-
der in Medien zu verallgemeinern, ist folgende Uberlegung hilfreich:
Gleichung 3.36 stellt einen Zusammenhang zwischen dem elektrischen
Feld E und der Ladungsdichte p her. In dielektrischen Medien wird, wie
in Abschnitt 3.1 erkldrt, zusatzlich zu der freien Ladungstragerdichte
noch eine Dipolmoments-Dichte (die Polarisierung) P induziert, falls ein
elektrisches Feld anliegt. Wahrend sich fiir eine konstante Dipolmoments-
Dichte negative und positive Ladungen der Dipole kompensieren, ent-
steht bei einer sich rdaumlich verdndernden Polarisierung eine effektive
Ladungsdichte

Ppol = —V-P. (340)

Diese Ladungsdichte muss nun in Gleichung 3.36 berticksichtigt werden.
Mit der Definition der dielektrischen Verschiebung

D =¢yE+P (3-41)
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ergibt sich
V-E = pgesamt/€0 = (Pfrei + Dpol)/eo (3-42)
= (pfrei_v'P)/eo (343)
€0V -E+ VP = ppei (3-44)
VD = Pfrei- (345)

Analog zur dielektrischen Polarisierung P kann auch eine magnetische
Polarisierung M eingefiihrt und damit das Magnetfeld B definiert werden
als

B =uoH+ M. (3.46)

Mit dhnlichen Uberlegungen wie bei der dielektrischen Polarisierung
ergeben sich dann die vier Maxwell Gleichungen in Materie zu

V-B=0 (3-48)
)
- _B .
VxE=-—— (3-49)
)
H=j+ —D. .
V x i+ (3.50)

Um nun die Wellengleichung herzuleiten, wird zunéchst davon aus-
gegangen, dass keine freien Ladungstrdger und keine freien Strome
vorhanden sind p = 0, j = 0. Des Weiteren kann angenommen wer-
den, dass die verwendeten Materialien unmagnetisch sind B = poH.
Anwenden des Rotationsoperator auf Gleichung 3.49, und einsetzen von
Gleichung 3.50, ergibt

0
VxVxE:—anB (3.51)
aZ
= _HOFD' (3.52)

Nun kann D aus Gleichung 3.41 eingesetzt werden. Dies ergibt

aZ aZ
VxVxE+ uoWeOE = _HOWP (3-53)
Mit der Identitat
VxVxE=V(V-E)—AE (3-54)

kann dies geschrieben werden als

V(v E)—AE—i—la—zE—— a—ZP (3-55)
c2at2 Ho ot2 3-55

Wobei ppeo = 1/c? mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ benutzt wurde.
Bei dieser Gleichung sind zwei Dinge zu beachten, die sie von der
gewohnlichen Wellengleichung der linearen Optik isotroper Medien
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unterscheidet. Erstens ist auf der rechten Seite der Gleichung 3.55 der zu-
sitzliche Term —aa—tzzP, der nun nicht mehr als proportional zu ppeg aa—tzzE
angesehen werden kann und zweitens verschwindet der Term V (V - E)
im Allgemeinen nicht, da in der nichtlinearen Optik hdufig anisotrope
Materialien verwendet werden, fiir die aus V-D = 0 nicht unbedingt
auch V-E = 0 folgt. In vielen Féllen verschwindet V - E jedoch trotzdem,
etwa wenn sowohl das einfallende Licht, sowie alle entstehenden Pola-
risierungen entlang derselben Hauptachse des nichtlinearen Mediums
polarisiert sind. Dies ist zum Beispiel bei der Frequenzverdopplung mit
einem PPKTP-Kristall der Fall, wie weiter unten gezeigt.

Die Wellengleichung lasst sich etwas umschreiben, wenn die Polarisie-
rung in ihre linearen und nichtlinearen Komponenten aufgespaltet wird

p=pP) 4 p(ND), (3.56)
Einsetzen von Gleichung 3.2, mit dem relativen Permittivitdtstensor e

eM=14x, (3:57)
ermdglicht Gleichung 3.55 auszudriicken als

(1) A2 2
€ 0 0

_ (NL)
2 b~ THogaP

Mit dieser Wellengleichung soll nun versucht werden Frequenzver-
dopplung zu verstehen.

V (V-E)— AE + (3.58)

3.3.1 Frequenzverdopplung

Unter Frequenzverdopplung versteht man tiblicherweise den Prozess,
dass eine elektromagnetische Welle E, in ein nichtlineares Medium ein-
gestrahlt wird und in diesem Medium aufgrund nichtlinearer Wechsel-
wirkung die zweite harmonische E;, erzeugt wird (siehe Abbildung 5).

Q) | VVVV
\/\/\/\/ x \/’\l\n‘\!\]{V\N
["A'AAY

>
Abbildung 5: Frequenzverdopplung schematisch

Um zu verstehen wie die Erzeugung der zweiten Harmonischen von
Parametern wie etwa Kristalldicke oder Propagationsrichtung quanti-
tativ abhéngt, ist es sinnvoll folgende Annahmen zu machen. Sowohl
das einfallende Feld der Grundfrequenz, als auch das erzeugte Feld der
zweiten Harmonischen sollen linear polarisiert sein und als ebene Wellen
angenommen werden, deren gemeinsame Ausbreitungsrichtung als z-
Richtung definiert wird. Des Weiteren sollen dies die einzigen Felder sein,
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die in dem Kristall propagieren. Das heifit, dass weitere x(?)-Prozesse ge-
nauso vernachldssigt werden wie Nichtlinearitdten hoherer Ordnungen.
Fiir gewohnlich wird dies dadurch erreicht, dass Kristall und Propagati-
onsrichtung so gewidhlt werden, dass die entsprechenden nichtlinearen
Koeffizienten entweder verschwinden oder zumindest sehr klein werden
im Vergleich zur Erzeugung der zweiten Harmonischen. Gelten diese
Annahmen, so kann das elektrische Feld als die Summe der Felder mit
Frequenz w und 2w geschrieben werden

E(r,t) = 1) + Ez (1, 1) (3-59)

wl(r
wEw(z)elkez=@t) Lo, B, L (z)ellkewzm20) e
(3.60)

Hierbei bezeichnen &, bzw. &, die Einheitsvektoren entlang der
Polarisationsrichtungen der beiden elektrischen Felder. k, und k3, sind
die Betrdge der Wellenvektoren der Felder und die E, bzw. E;, sind die
komplexen Amplituden. Diese werden hier als z-Abhéngig eingefiihrt,
um den Abbau des einen Feldes zugunsten des anderen beschreiben zu
konnen.

Die zu beriicksichtigen Nichtlinearitdten sind zum einen die Frequenz-
verdopplung der Fundamentalwelle und zum anderen aber auch die
Differenzfrequenzerzeugung der Verdoppelten mit der Fundamentalwel-
le, die eine Polarisierung mit der Grundfrequenz erzeugt. Diese indu-
zierten Polarisierungen werden ebenfalls als ebene Wellen entlang der
z-Richtung propagieren und sind gegeben durch

Pézu)) - €0X :E Ew = eO(X( ). ewew)Ez i(2kwz—2wt) (361)
Pl = eo(x? 1 E_ 0Bz +X? t E2wE_w) (3.62)

= 2€O(X (2) : efweZw)EwEZwe illk2o—ke)z—wt) (363)

Die GroBe x(2) : &,,8,, definiert sowohl die Polarisationsrichtung des
Feldes der zweiten Harmonischen als auch den sogenannten effektiven
nichtlinearen Koeffizienten d.g

X(Z) : éwéw = 2defféZw (364)

Der Faktor zwei tritt hier auf, damit in dem Fall in dem sowohl Polarisations-

als auch Propagationsrichtung entlang Kristallhauptachsen verlaufen,
der effektive nichtlineare Koeffizient einfach dem jeweiligen Element aus
dem nichtlinearen Koeffiziententensor (Gleichung 3.23) entspricht.

Wenn Kleinmann-Symmetrie vorliegt (was hier angenommen wird),
folgt zudem, dass

(2)

X e wérw = 2degw (3-65)

mit dem gleichem d.¢. Hiermit lassen sich die Polarisierungen formu-
lieren als
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Py, = 820 2e0deE e2Rez 20t und (3.66)
P2 BwdeodegEl, Eagell(keo—ke)zmwt) (3.67)

Setzt man diese Grofien nun in die Wellengleichung (Gleichung 3.58)
ein, die fiir beide Frequenzen separat erfiillt sein muss, so erhilt man
(hier nur am Beispiel von PE& ))

(1) aZ aZ
V(V-E)—AE+€C——E:—uO

PEN _i+€7w£ E (Z)ei(sz_wt))+cc
0z2 = ¢2 ot? @ h

=uoagz(4eodeﬁEZJZ)Ezw(Zkf“k”“‘kw)”‘th%C£-

- <62§;‘,2(z) ik aEg,Z(Z) 42— ?;wz)Ew(Z)> el (kwz—wt)
_ 4w22deffEfU(Z)EZw(Z)ei((kafkw)szt)

- (—azgz’z(z) —ZikwaEw(Z)) elkwz
= LmjjeﬁE*w(Z)EZw(Z)ei(kz‘“k“’)z (3.68)

Hierbei wurde im ersten Schritt ausgenutzt, dass ebene Wellen vorlie-
gen und somit V - E verschwindet 2. Des Weiteren wurde A durch 92/0z?
ersetzt, da die Felder nicht von den x und y Koordinaten abhédngen.
Zudem wurde der Tensor €(!) durch das Skalar €, ersetzt unter der An-
nahme, dass die Polarisation des Feldes entlang einer der Hauptachsen
des Kiristalls liegt.3 Im zweiten Schritt wurden die komplex konjugier-
ten Summanden gestrichen, ohne die Gleichheit zu verletzen. Dies liegt
daran, dass die Gleichung fiir alle Zeiten t gelten muss und daher die
Komponenten die eine Zeitabhingigkeit e " haben, auf beiden Seiten

gleich sein miissen. Im letzten Schritt wurde diese Zeitabhiangigkeit dann

nZw? _ eiw?

noch herausgekiirzt und es wurde die Identitit k2, = De® — cwd
w c c

verwendet, wegen der (kﬁ) — i—‘ﬁ’wz) verschwindet.

Um die entstandene Gleichung nun noch etwas zu vereinfachen, wird
angenommen, dass die Anderung des elektrischen Feldes langsam ist
und

2Ew
0z2

a x EX (Z)
(ay)<EU(Z)):O

aZ O
3 Frequenzverdopplung mit Polarisation in beliebiger Richtung verkompliziert die Rech-
nung, ist aber beispielsweise in [46] zu finden.

(3-69)

OE
<l
0z

N
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gilt. Dies macht Gleichung 3.68 zu

.. O0Ew(z) ; dw?degs ., (Ko
—ZIkw ;’Z()e Koz = TEHEw (Z)EZw (Z)e (k2w —kw)z (370)
O0Fw(z)  2iw?des., (Ko
0z~ ok, Cel@Faw(zle loe=2ke)z (3.71)

Nach dhnlicher Rechnung ergibt sich fiir das Feld der verdoppelten
Frequenz folgendes Differentialgleichungssystem:

aEw (Z) . Ziwzdeﬁ:

= Fel2)bag(z)elliaem2ie )z (3.72)
w
aEz (Z) i(Zw)zd ff i —
2 = oo EZ (z)el(Zkekaw)z (3.73)

Dieses gekoppelte Differentialgleichungssystem ist im Allgemeinen
schwer zu 16sen. Um es etwas tibersichtlicher zu machen, ist es sinnvoll
einige Normierungen einzufiihren.

Die Intensitit einer elektromagnetischen Welle E(r, t) = 8Eellkz—wt) 4
c.c. ist gegeben durch:

I =2nyceg |E|2 (3.74)

Sei [ges definiert als die Gesamtintensitdt von Fundamentalwelle und
zweiter Harmonischer:

Iges = Iw + IZw = anceo |Ew‘2 + Zncheo |E2w|2 (375)

Die komplexen Feldamplituden E >, lassen sich in ihren Betrag
Uw,2w, ihre Phase @, ¥, und einen Normierungsterm wie folgt auf-
spalten:

Loes ;
Ep =4[5> P 76
w anceouwe (3 7 )
e

I
ges
EZ(,U = U2w
anw C€p

iDy,

(3-.77)

Normiert man auch noch die Koordinate z als

(=1z/1 (3.78)

2n2 ny,c3eo

1= (3-79)

212
[gesw=dgy

dann kann man das gekoppelte DGL-System (Gleichung 3.73) verein-
fachen zu:

ue, . 00 (D20 —200—
Tcw luwTCw = quZwel(q)zw 20w—Akz) (380)
MU i 002 — 2 @i~ P20t 200 +AKz) (3.81)

6C 1 aC
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Wobei Ak = 2k, — k2 gilt.

Auf den jeweils linken Seiten dieser beiden Gleichungen sind alle
Groflen, bis auf die i reell. Daher erhilt man folgende vier Gleichungen,
wenn man jeweils die realen bzw. imaginédren Koeffizienten vergleicht:

ouy (@20 —Akz)
0Dy, (D200 —Akz)
U 3 =Im {uwuzwe } (3-83)
ouzew 2 i(— D@y +2® y+Akz)
3¢ = Re {uwe } (3-84)
00 -
uzwiaéw =Im {uﬁ,el( ®2w+2®‘”+AkZ)} (3-85)

Definiert man nun noch die Grofle 0 als
0 =20, — Dy + Akz, (3.86)

so vereinfachen die Gleichungen sich weiter zu

agtcw = UyU2 SINO (3.87)

U ag)cw = UUp, cosO (3.88)
51;2;) = —u?, sin@ (3.89)

U2 aq;éw = ufv cos 6. (3.90)

3.3.2 Perfekte Phasenanpassung

Diese Gleichungen sind analytisch mit Hilfe von elliptischen Funktionen
16sbar. Fiir Details sei auf [2] verwiesen. Fiir den Spezialfall perfekter
Phasenanpassung (Ak = 0) und keinem eingestrahlten Feld bei der zwei-
ten Harmonischen (uz, (¢ = 0) = 0) ist die Losung sehr viel einfacher. Es
konnen dann zwei Erhaltungsgrofien fiir das System angegeben werden,
uZ +u2  und uZuy,, cos 0. Es gilt ndmlich

auw i auzw
0
= 2u? Uy Sin O — 2uy,uZ, sin @ = 0, (3.91)

0
—(ufv —i—u%w) = 2uy,

¢
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sowie
d(u2 0 00 0
(uwug(g 0sB) _ —a—cuiuzw sin 0 + 2u, aLCwuzw cos 0
ou
2 2w
0
+u, 30 cos

o a(2d)w — d)Zw) 2 .
=— UG, U2 Sin o

¢

+2u? u3,, sin@cos @ —ul sin 6 cos O

2

u .

= — [ 2u20 €050 — —% c0s 0 | uZ 1z, sin O
U2w

2.2 4
+2ug,u5,, sin cos 0 —ug, sin®cos O

=0. (3.92)

Diese beiden Groflen miissen iiber die gesamte Ausbreitung der Wellen
im Kristall konstant sein. Die erste GrofSe entstammt hierbei der Ener-
gieerhaltung Iges(uﬁ, (z) + u% o (2)) = Iges. Sie ist im verwendeten Fall mit
U2, (0) = 0 einfach gleich der eingestrahlten Intensitdt der Fundamen-
talwelle (Iges = I (0)). Die zweite Grofie muss fiir alle ¢ verschwinden,
da sie an der Stelle { = 0 verschwindet (uZ,(0)uz4 (0) cos 8(0)) = 0). Da
sowohl u, als auch u,, fiir fast alle z ungleich 0 sein werden, impliziert
dies, dass fiir alle z gelten muss

cos0(z) = 0. (3.93)
Damit gilt entweder sin® = 1 oder sin® = —1. Da eine physikalisch
sinnvolle Losung Energie aus dem Fundamentalfeld in die zweite Harmo-
nische tiberfiihrt kann nur sin® = —1 gelten, da dann Gleichungen 3.87
und 3.89 zu

Ou,
T (3.94)
auz
e~ o (3.95)
werden. Aus der unteren Gleichung folgt mit uZ, +u3 , =1, dass
ou
aZCw =1 _u%w' (396)

Die Losung dieser Differentialgleichung lautet

Uzw = tanh (C+C). (3.97)
Mit einer Konstanten C, die sich aus u, (0) =0 zu C = 0 ergibt

Uz, = tanh . (3.98)
Die Intensititen in den Feldern der beiden Frequenzen ergeben sich
damit als

Lw = Lges tanh? ¢ (3.99)

[ = Lges(1 — tanh? C) = Lges sech? . (3.100)
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Abbildung 6: Intensitdten in der Fundamentalwelle bzw. der zweiten Harmoni-
schen fiir perfekte Phasenanpassung

Der Verlauf dieser beiden Funktionen ist in Abbildung 6 dargestellt.
Es wird also in diesem Spezialfall die komplette Energie aus der
Fundamentalwelle in die zweite Harmonische tibertragen.

3.3.3 Keine Phasenanpassung

Die in Abschnitt 3.3.2 geforderte Bedingung Ak = 0 ist im Allgemeinen
nicht erfiillt. Abbildung 7 zeigt numerische Losungen des Gleichungs-
systems 3.87 bis 3.90 fiir verschiedene Werte von Ak. Diese zeigen, dass
bei unperfekter Phasenanpassung erstens die Energie nicht mehr voll
in die zweite Harmonische tiibertragen wird und zweitens, dass sich
das Feld nicht mehr nur noch aufbaut, sondern dass es periodisch auf
und ab schwingt. Beide Effekte werden umso stérker, je schlechter die
Phasenanpassung ist (je grofier Ak ist).

Abbildung 7: Intensitdten in der zweiten Harmonischen fiir verschiedene Akl

Das bedeutet, dass wenn mit der Frequenzverdopplung hohe Effizi-
enzen erreicht werden sollen, versucht werden muss, Ak so klein wie
moglich zu halten. Ak ldsst sich auch ausdriicken als

_2eme 20

Ak =2ko —kow = Zwrclw My —M2w).  (3.101)

Cc Cc
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Also ist Ak genau dann klein, wenn die Differenz der Brechungsindi-
zes bei den verschiedenen Frequenzen klein ist. Bei typischen Medien,
die fiir Freqeunzverdopplung benutzt werden betrigt die Anderung des
Brechungsindexes iiber eine Oktave einige Prozent [36]. Sei als konkre-
tes Beispiel etwa KTP genannt, dass bei 845 nm einen Brechungsindex
von 1.84 und bei 423nm einen Brechungsindex von 1.95 [15] entlang
der z-Hauptachse besitzt. Akl ergibt sich fiir 1 W Eingangsleistung zu
~ —2,85-10° und das numerische Losen von Gleichung 3.87 bis 3.90
liefert eine maximale Konversionseffizienz von =~ 5-10~1?. Also wriir-
de selbst wenn der Kristall genau an der richtigen Stelle geschnitten
werden wiirde, maximal eine Leistung von weniger als einem aW bei
der zweiten harmonischen austreten. Dies verdeutlicht wie wichtig gute
Phasenanpassung fiir effiziente Frequenzverdopplung ist.

3.4 METHODEN DER PHASENANPASSUNG
3.4.1 Phasenanpassung basierend auf Doppelbrechung

Eine gdngige Methode der Phasenanpassung ist, bei einem doppelbre-
chenden Kiristall die Propagationsrichtung und die Polarisation der bei-
den Wellen so zu wéahlen, dass die Fundamentalwelle entlang einer
anderen Achse polarisiert ist, als die zweite Harmonische. Es wird dabei
ausgenutzt, dass die Brechungsindizes eines doppelbrechenden Kris-
talls entlang verschiedener Hauptachsen unterschiedlich sind. So spricht
man von nichtkritscher Phasenanpassung, falls die Felder entlang der
Hauptachsen polarisiert sind und

n(2w) =nz(w) (3.102)

gilt. Hierbei sind ny und n, die Brechungsindizes auf den beiden Haupt-
achsen. Ein Problem mit nichtkritischer Phasenanpassung ist, dass Be-
dingung 3.102 fiir einen gegebenen Kristall {iblicherweise nur fiir sehr
wenige Frequenzen erfiillt sein kann. Die einzige Moglichkeit diese Fre-
quenzen zu verstimmen, damit die gewiinschte Verdopplung stattfinden
kann ist die Variation der Kristalltemperatur. So kann etwa 1064 nm Licht
(Nd:YAG Laser) mit Lithiumtriborat (LiB3Os, LBO) bei einer Temperatur
von 149 +4.3 °C nichtkritisch phasenangepasst verdoppelt werden, nicht
jedoch bei anderen Temperaturen [30].

Im Gegensatz zur nichtkritischen Phasenanpassung bezeichnet kriti-
sche Phasenanpassung den Fall, dass wiederum die Doppelbrechung
ausgenutzt wird, diesmal jedoch die Polarisationen nicht entlang der
Hauptachsen gewédhlt werden. Die Brechungsindizes konnen dann Werte
Neff zWischen den Indizes fiir die Hauptachsen annehmen. Zum Beispiel

Ny (w) < nege(w) < nz(w). (3.103)

Durch Verstimmung des Winkels der Propagationsrichtung und der
Polarisationen zu den Hauptachsen kann oft ein sehr grofier Wellenldn-
genbereich phasenangepasst verdoppelt werden. Ein Problem bei dieser
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Methode ist jedoch, dass da die Wellen nicht mehr entlang von Hauptach-
sen polarisiert sind, sogenannter ,Walk-off” auftreten kann. Hiermit wird
der Effekt bezeichnet, wenn Fundamentalwelle und zweite Harmonische
nicht entlang der selben Achse propagieren. Dies hat zur Folge, dass die
Wechselwirkungsldnge im Kristall zwischen den Wellen beschrankt wird,
da Laserstrahlen mit endlichem Strahlquerschnitt verwendet werden.

3.4.2 Quasi-Phasenanpassung

Bei der Quasi-Phasenanpassung (Englisch: Quasi Phase Matching, QPM)
wird im Unterschied zur Phasenanpassung unter Verwendung von Dop-
pelbrechung gar nicht versucht ny, = n;, zu erreichen. Stattdessen wird
in dem bereits 1962 [2] veroffentlichtem Verfahren ausgenutzt, dass sich
das Feld in der zweiten Harmonischen periodisch auf- und abbaut (siehe
Abbildung 7). Die Idee ist nun, dass der Kristall genau an der Stelle an
dem das Feld sich abzubauen beginnen wiirde endet und mit einem
invertierten Kristall des gleichen Mediums fortgesetzt wird. Wiederum
nach einer halben Periodenlidnge wird eine Schicht mit der urspriingli-
chen Orientierung angesetzt und so weiter. Der so entstehende Stapel
hat die Figenschaft, dass das Feld stetig wachst und nie abgebaut wird.

Durch die Invertierung des Kristalls bleibt zwar der nichtlineare Koef-
fiziententensor d konstant, allerdings sind die Hauptachsen des Kristalls
gespiegelt zu denen des urspriinglichen, nicht-invertierten Kristalls. Wird
der Koeffiziententensor nun in diesem urspriinglichem Hauptachsensys-
tem dargestellt, so erhilt er ein Minus

diny = — dorig~ (3 . 104)

Die Grofle deg ist dann nicht mehr konstant, sondern z-abhéngig und
kann als

deff(z) = defr 0 - square(kz) (3.105)

ausgedriickt werden. Hierbei bezeichnet des ¢ den Koeffizienten in der
ersten Schicht, k die Periodizitit des Stapels und square(kz) = sign(sin kz)
die Rechteckschwingung. Dieser Koeffizient kann nun in die Gleichun-
gen 3.72 und 3.73 eingesetzt werden. Werden die gleichen Vereinfachun-
gen vorgenommen wie in Abschnitt 3.3.1, ergibt sich dann

aaucw = square(kl{)ug U2y sin O (3.106)

U ag)cw = square(kl{)ug Uz, cos 0 (3.107)
algéw =— square(KlC)ufU sin (3.108)
uzwaq;éw — square(kL{)u?, cos 6. (3.109)

Entspricht k genau Ak, so tritt der Vorzeichenwechsel an den richtigen
Positionen auf und es wird eine sehr viel hohere Konversionseffizienz
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erreicht, als wenn keine Phasenanpassung vorgenommen wiére, auch
wenn sie immer noch kleiner ist als fiir den Fall der optimalen Phasenan-
passung (siehe Abbildung 8).

I2w

Phaser

—_— angepasst /

— quasiangepasst

—_— nichtangepasst

e

Abbildung 8: Effizienzvergleich von Phasenanpassung, Quasi-Phasenanpassung
und keiner Phasenanpassung. & bezeichnet die normalisierte Di-
stanz im Kristall und I, die Intensitit in der zweiten harmoni-
schen.

Die Vorteile der Quasi-Phasenanpassung sind zum einen, dass wie
schon erwdhnt Phasenanpassung fiir beliebige Frequenzen innerhalb
des transparenten Frequenzbereiches erreicht werden kann und zum
anderen, dass stets die Polarisationsachse mit dem hochsten nichtlinea-
ren Koeffizienten im Kristall ausgenutzt werden kann. Bei gewdhnlicher
Phasenanpassung liegt der effektive nichtlineare Koeffizient hiufig deut-
lich unter diesem Maximum, da die Polarisationsrichtung durch die
Phasenanpassungs-Bedingung vorgegeben wird.

Um abzuschitzen wie effizient die Quasi-Phasenanpassung ist, kann
man die Rechteckschwingung als Fourierreihe wiedergeben

——, mungerade
imn

0, m gerade

“+00
square(kz) = Z ame'™ %, agm = . (3.110)

m=—0o0
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Einsetzen in Gleichung 3.73 liefert fiir die Anderung des Feldes der
zweiten Harmonischen

0Eru(z) _i2w)? &

0z - Czkzw
m

iAkz

iszd

ame offEw (Z)Ew (z)e (3.111)

=—00

Werden schwache Konversion (E,, ist nahezu konstant), ausreichend
viele Schichten und korrekte Schichtperiode (Ak = k) angenommen, so
verschwinden im Mittel tiber viele Schichten (Integration {iiber z) alle
Summanden, aufler dem mit a_;. Demnach entspricht der effektive
nichtlineare Koeffizient bei Quasi-Phasenanpassung etwa

2
dopm = la—1ldett = —dett = 0, 64defs- (3.112)

Es ist noch zu kldren, wie die Invertierung der Kristallstruktur reali-
siert werden kann. Hierfiir werden ferroelektrische Kristalle benutzt, die
eine Struktur haben, die sich durch Anlegen eines elektrischen Feldes
invertieren ldsst. Dieser Effekt ist anhand von Abbildung 9 leicht zu
verstehen. Hier kann das eigentlich kubisch raumzentrierte Ion (schwarz)
einer Perowskitstruktur entweder oberhalb oder unterhalb des Zentrums
seine energetisch giinstigste Position einnehmen. Dadurch entsteht eine
netto Polarisierung die in dem Graph gezeigt ist. Wird nun ein starkes
elektrisches Feld angelegt, dann kann das Ion seine Position wechseln
und wird dann auch noch nach dem Abschalten des Feldes auf der neuen
Position verharren. Dies wird durch die Hysteresekurve in Abbildung 9
verdeutlicht. Durch den Positionswechsel wird der Kristall entlang der
z-Achse invertiert und damit auch die entsprechenden Elemente des
nichtlinearen Koeffiziententensors d.

Typische periodisch gepolte KTP Kristalle werden hergestellt, indem
auf einen Einkristall ein Elektrodenmuster durch lithographische Metho-
den aufgetragen wird. Durch Anlegen von zum Umpolen der Schichten
ausreichend starken Feldern werden die ferroelektrischen Doménen mit
invertierter Orientierung hergestellt.

3.5 FREQUENZVERDOPPLUNG MIT GAUSS-STRAHLEN

Die vorherige theoretische Beschreibung der Frequenzverdopplung ging
davon aus, dass ebene Wellen vorliegen. In der Praxis werden fiir ge-
wohnlich jedoch Laserstrahlen verwendet, die in der TEMyo Gaufi-Mode
vorliegen. Boyd und Kleinman haben das Problem der Erzeugung der
zweiten harmonischen fiir eingestrahlte Moden dieser Art gelost [g]. Da-
nach lautet die Leistung in der zweiten Harmonischen unter Annahme
von schwacher Konversion [28]

1672 d?2
Prow=———  P21h(0, B, K, & ). .
2w CeoAinwnzw w (O_ B K E, H) (3 113)

Prw = KP(ZU (3'114)
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Abbildung 9: Erklarung der Ferroelektrizitit

wobei P, 2 die Leistungen in den jeweiligen Moden, 1 die Kristallldnge
und h(o, B, k, &, i) den sogenannten Boyd-Kleinman Faktor darstellen. In
der zweiten Zeile wurde der Parameter X eingefiihrt, um die gesamten
Vorfaktoren zusammenzufassen. Der Boyd-Kleinman Faktor gibt an, wie
gut die einfallende Mode auf die Kristallgeometrie abgestimmt ist. Die
verschiedenen Parameter, von denen der Faktor abhidngt sind definiert
als

Akb
o= — (3.115)
B = \/BE (3.116)
_ab ( )
K= > 3.117
!
£ = . (3.118)
1—2f
W= (3.119)

wobei b = 27;—“% der konfokale Parameter der Mode mit minimalem
Strahlradius w% ist und f die Position des Fokus der Mode relativ zum
Kristallanfang. B ist ein Walk-Off-Parameter, der nur fiir kritische Pha-
senanpassung nicht verschwindet. o = , — %ocZw ist eine Summe aus
den Absorptionskoeffizienten des Kristallmediums fiir die verschiedenen
Frequenzen. Es soll hier nur der Fall betrachtet werden, dass der Fokus in
der Mitte des Kristalls liegt (1 = 0), dass die Absorption im Kristall ver-
nachldssigbar klein ist (x = k = 0) und das Quasi-Phasenanpassung ver-
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wendet wird (kein Walk-Off, B = 0). Dann ldsst sich der Boyd-Kleinman
1
h(o-/ Ev) = 7z

Faktor als
& eiO‘T 2
= d
4¢, J —£ 1+it T

ausdriicken. Eine schone Herleitung dieses Faktors findet sich aufSer im
Originalpapier auch noch in [39] (in SI-Einheiten). Fiir einen gegebe-
nen Kristall der Lange | kann dieser Faktor nun maximiert und daraus
die Parameter Ak und b fiir optimale Konversion gewonnen werden.
Interessanterweise ist optimale Konversion hier nicht mehr fiir Ak = 0
gegeben.

(3.120)

hiz£)

Abbildung 10: Boyd-Kleinman Faktor in Abhingigkeit der Parameter o und £

Abbildung 10 zeigt einen 3D-Plot des Boyd-Kleinman Faktors in Ab-
hingigkeit von den Parametern o und &. Man sieht, dass der Faktor
ein globales Maximum fiir o ~ 0,57 und & =~ 2,84 aufweist. Das heifst,
maximale Ausgangsleistung in der zweiten Harmonischen wird fiir

l l
=i %38 und (3.121)
200 3,24
Ak = 3~ 1 (3.122)

erreicht. Es muss hierbei beachtet werden, dass das effektive Ak.g in
einem Kristall mit Quasi-Phasenanpassung gegeben ist durch

Akegt = Ak — k. (3.123)

Wobei k die Periodizitdt des Doménenstapels ist. Dieses Akq¢ muss dann
fur grofstmoglichen Boyd-Kleinman Faktor optimiert werden.

36 FREQUENZVERDOPPLUNG MIT PERIODISCH GEPOLTEM KTP

Die wichtigsten Eigenschaften von Kaliumtitanylphosphat sind in Tabelle
2 angegeben.
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MECHANISCHE EIGENSCHAFTEN

Kristallsystem Orthorombisch [36]
Kristallklasse amm [36]
Dichte 3,03-10% kg/m3[48]

THERMISCHE EIGENSCHAFTEN

Schmelzpunkt ~ 1150 °C[6]
Thermischer Ausdehnungskoeffizient o = 11-107¢°C*

oy = 9.10"6°C*

o, =0,6-10"°°C'[6]

Curie Temperatur ~ 950 °C[40]
Spezifische Warmekapazitit 728]/kg K[6]
Thermische Leitfahigkeit kx =2,0W/m K

ky =3,0W/mK
k. = 3,3W/m K[6]

OPTISCHE EIGENSCHAFTEN

Transparenter Bereich 0,35 - 4,0 um[20]

Tabelle 2: Wichtige Eigenschaften von KTP

Die Brechungsindizes entlang der Hauptachsen konnen im Wellen-
langenbereich von A = 0,400 — 1,070 um durch die folgenden Sellmeier-
Gleichungen dargestellt werden (A in pm)

0,83733
nZ =2,16747 + 0 04 TA 2 —0,01713)\? (3.124)
0,83547
2 _ ’ 2
ny =2,19229 + 10,04970A—2 —0,01621A (3.125)
1,0654
nZ =2,25411+ /06543 —0,021407°. (3.126)

1—0,05486\—2

Der nichtlineare Koeffiziententensor von KTP lautet [6] 4

o 0 0 0 610
d=]lo0o o0 o0 76 0 0|pm/V (3.127)
6,5 50 13,7 0 0 O

Der hochste nichtlineare Koeffizient ist dz3, also die Konversion von
entlang der dritten Hauptachse polarisiertem Licht in frequenzverdop-
peltes Licht, das ebenfalls entlang der dritten Hauptachse polarisiert ist.
Folglich kann bei Phasenanpassung unter Benutzung von Doppelbre-
chung dieser Koeffizient nicht vollstindig genutzt werden, da bei dieser

4 die nichtlinearen Koeffizienten von KTP geméfs Angaben verschiedener Hersteller variie-
ren zum Teil um bis zu 20% um die hier angegebenen Werte
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Phasenanpassungsmethode nicht beide Wellen in die gleiche Richtung
polarisiert sein konnen. Bei Quasi-Phasenanpassung ist dies jedoch kein
Problem, weswegen hier auch stets der ds3-Koeffizient genutzt wird.
Der effektive nichtlineare Koeffizient fiir QPM entspricht dann (gemafs
Gleichung 3.112)

2
dorm = 77[13, 7pV/m ~ 8,7pV/m. (3.128)

Im Folgenden sei Frequenzverdopplung von 845 nm nach 423 nm ange-
nommen. Zudem sei eine Kristalllinge von 10 mm festgelegt. Gemafs
Abschnitt 3.5 kann hieraus der optimale konfokale Parameter b, (und
damit auch die Strahltaille wy) und die optimale Phasenfehlanpassung
Ak, ausgerechnet werden

bo ~ 3,5mm = wp ~ 16,0 um (3.129)
Aky &~ 324m~". (3.130)

Die Brechungsindizes entlang der z-Achse betragen fiir die beiden Fre-
quenzen laut der Sellmeier Gleichung

n,(845nm) ~ 1, 84 bzw. (3.131)
n,(423nm) ~ 1,95. (3.132)

Das Ak betragt dann (geméafs Gleichung 3.101)
Ak ~1,55-10°m~", (3.133)

Die Differenz zwischen dem optimalen Ak und dem gegebenen Ak muss
nun iiber die Periodizitdt des QPM-Stapels ausgeglichen werden. Da aber
Ak, < Ak, gilt in guter Naherung

Kk = Ak — Ak, = Ak. (3.134)

Und damit fiir die Periode A des Stapels
2n
A === ~40pum. (3-135)

Die Leistung in der zweiten Harmonischen in Abhingigkeit von der
Eingangsleistung wire dann

Py ~ 0.028W'.P2 . (3.136)

Folglich wiirden bei 100 mW Eingangsleistung lediglich ca. 280 uW blau-
es Licht erzeugt. Dies entspricht einer Konversionseffizienz von 0,28%
was zum einen zwar die Annahmen schwacher Konversion rechtfertigt,
andererseits aber fiir viele Anwendungen zu wenig ist. Eine Moglichkeit
bei gleicher Eingangsquelle dennoch weit mehr Konversionseffizienz zu
erhalten ist die Verwendung eines optischen Resonators, der das aus dem
Kristall austretende Licht der Grundfrequenz auffingt und erneut durch
den Kiristall schickt.
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3.7 FREQUENZVERDOPPLUNG IM RESONATOR

Schon 1966 wurde verdffentlicht, dass optische Resonatoren die Effizienz
von Frequenzverdopplung verglichen mit dem einfachen Durchlauf des
Kristalls erheblich steigern konnen [4]. Experimentell wurden damit
schon Effizienzen von >85% erreicht [38]. Es soll hier kurz untersucht
werden wie ein solcher Resonator konstruiert werden kann und welche
Teile kritisch fiir gute Effizienzen sind.

3.7.1  Bow-Tie Resonator

Die in diesem Experiment verwirklichte Resonatorform ist die soge-
nannte Bow-Tie Konfiguration, in der zwei planare und zwei identische
gekriimmte Spiegel verwendet werden und in einer symmetrischen An-
ordnung platziert werden (siehe Abbildung 11).

,

Kristall

Abbildung 11: Schematischer Aufbau eines Bow-Tie Resonators

Dieser Aufbau hat den Vorteil, dass er ein Ringresonator ist, also die
Wellen nur in einer Richtung umlaufen was bedeutet, dass auch die
zweite Harmonische nur in eine Richtung erzeugt wird, was es einfach
macht sie aus dem Resonator auszukoppeln. Des Weiteren entsteht keine
stehende Welle in einem Ringresonator was den Vorteil hat, dass kei-
ne hohen Spitzenintensititen in deren Schwingungsbauchen entstehen,
die das nichtlineare Kristallmaterial beschddigen konnten. Auch ist die
theoretische Beschreibung der Entstehung der zweiten harmonischen
in Stehwellen nicht mehr so einfach, da dann die Feldamplitude eine
zusétzliche periodische z-Abhdngigkeit erhélt und der photorefraktive
Effekt fiir weitere z-Abhingige Brechungsindexvariaton sorgt.
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Durch die Faltung ist der Bow-Tie Resonator im Vergleich zu anderen
Ringresonatoren relativ kompakt, was bedeutet, dass er platzsparend
aufgebaut werden kann. Er ist spiegelsymmetrisch und besitzt zwei Foki
auf der Spiegelebene, die vollstindig durch die Resonatorgeometrie und
die Radien der beiden gekriimmten Spiegel bestimmt sind.

Es gibt vier Parameter, die den Bow-Tie Resonator eindeutig beschrei-
ben: der Abstand der planaren Spiegel 17, der Abstand der gekriimmten
Spiegel 1,, der Abstand der beiden Spiegelpaare d und der Radius der
gekriimmten Spiegel 1, =13 = —.

3.7.2  Stabilitit eines Bow-Tie Resonators

Obwohl man genau vier Parameter braucht, um einen Bow-Tie Reso-
nator zu charakterisieren, ist nicht jede dieser moglichen Konfiguratio-
nen auch stabil. Stabilitdt heifst in diesem Zusammenhang, dass eine
Gaufssche Resonatormode existiert, die nach einem Resonatorumlauf in
sich selber iibergeht. Um diese Stabilitdt zu untersuchen ist der ABCD-
Matrixformalismus fiir Gauf3-Strahlen niitzlich, der etwa in [35] oder in
[41] beschrieben ist.

Es vereinfacht die Rechnung, wenn man den Resonatorumlauf in
der Mitte des Kristalls startet. Die gesamte ABCD-Matrix setzt sich
dann zusammen aus Strecken linearer Propagation der Lange 1 in einem
Medium mit beliebigem Brechungsindex

A BY_ (11 (3.137)
C D 0o 1)’ 37

Brechung an einer ebener Fldche aus einem Medium mit Brechungsindex
Ny in ein Medium mit Brechungsindex n;

A B 10

und Reflexion an gekriimmten Spiegeln mit Kriimmungsradius r

ABY_(1 0 (3:130)
C D -2 1) -

Die planaren Spiegel haben keinen Einfluss auf die ABCD-Matrix. Hieraus
ergeben sich insgesamt neun Matrizen die in Tabelle 3 angegeben sind. s
bezeichnet in dieser Tabelle die Distanz von Spiegel 2 zu Spiegel 3 auf
dem langen Weg (also iiber Spiegel o und 1)

L+1
s=1 —|—2\/(221)2+d2 (3.140)
Die Matrix M fiir einen Resonatorumlauf ist dann gegeben durch

M = MoMgM7MgMsM4M3M2M;4 (3.141)
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KOMPONENTE ABCD MATRIX KOMPONENTE ABCD MATRIX

Transmission M; = ((1) 1?5) Brechung M; = ((1) now)
halber Kris- Kristal-
tall laustritt
—le
Transmission Mjs = ((1) z% ) Reflexion My = ( é ?)
zu Spiegel 2 Spiegel 2 '
Transmission Ms = ((]) ?) Reflexion an Mg = ( ; ?)
zu Spiegel 3 Spiegel 3 '
—1lc¢
Transmission M7 = ((1) zT) Brechung Mg = ( (1) i)
zu Kristall Kristallein- ¢
tritt
Transmission Mo = <(1) 1?6)
halber Kris-
tall

Tabelle 3: ABCD Matrizen im Bow-Tie Resonator

Fiir Gauf3-Strahlen mit Strahlradius w und Wellenfrontradius R gilt
allgemein fiir optische Propagationen, die durch ABCD Matrizen be-
schrieben werden [35]

_Aq1+B
27 Cq1+D
1 T . A

= —1 . 1
G2 R i, (3.143)

mit (3.142)

Wobei A die Wellenldnge im Medium darstellt.
Eine stabile Resonatormode existiert im Bow-Tie Resonator genau
dann, wenn gilt

q2 =Mqi =q1 =q, (3-144)
also
_ Aq+B
4= Cq+D (3.145)
A—D A—D B
_ 2 _

Ab hier sollen die A, B, C, D stets die Komponenten von M sein. An
dieser Stelle ist es hilfreich zu erkennen, dass det(My ) = 1 fiir alle My
aufler M g und dass det(M;) = det( Mg)~'. Daher gilt

det(M) = det(M7)- det(M>)- ... - det(Mo) =1 (3.147)
< AD-BC=1. (3.148)

Wie schnelles Nachrechnen zeigt, gilt zudem

A =D. (3.149)
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Damit lédsst sich Gleichung 3.146 vereinfachen zu
q= i% 1—A2 (3.150)

Da M ein Produkt aus reellen Matrizen ist, ist auch M reell und damit
auch A. Das bedeutet, dass q entweder eine ausschliefllich imagindre
GroBe ist (fur |[A| < 1) oder eine ausschliefllich reelle (fur [A| > 1).
Letzteres bedeutet, dass der Strahldurchmesser w unendlich grofs werden
miisste, was physikalisch keine erlaubte Losung ist. Fiir diesen Fall besitzt
der Resonator also keine stabile Mode. Der Fall, dass q ausschliefslich
imagindr ist, bedeutet, dass der Radius der Wellenfronten unendlich grof3
wird, was bei einem Gaufi-Strahl im Fokus der Fall ist. Folglich ist der
Fokus der Resonatormode (so diese existiert) stets im Kristallzentrum,
was auch aus der Symmetrie des Aufbaus folgt. Die Matrixelemente A
und C sind gegeben durch

2len—1) (s=1)+n 2l (s—71)+1(r—28))
nr2

A(n/ l'(Z/ L2/ S) =

(3.151)
4(s—r1)

Curs)=—3

(3.152)
Interessanterweise ist das C-Element weder von der Kristalllinge, noch
vom Abstand der beiden gekriimmten Spiegel abhédngig (bzw. nur impli-
zit Uber die GrofSe s). Man kann die Strahltaille dieser Mode im Kristall-
zentrum gemafs Gleichungen 3.143 und 3.150 angeben als

, MWI1—-AZ
wi=— = (3-153)

Um fiir einen gegebenen Kristall und vorhandene Spiegel (n, 1., v fest-
gelegt) die optimale Resonatorgeometrie zu bestimmen, kann man wie
folgt vorgehen:

1. Bestimme die optimale Strahltaille w, im Kristall gem&fs Abschnitt 3.5

2. Nimm zunédchst A = 0 an und 16se Gleichung 3.153 mit w, nach C
bzw. diese dann mit Gleichung 3.152 nach s

3. Mit den Werten fiir n, 1¢, r, s und A = 0 kann nun Gleichung 3.151
nach 1 gelost werden

4. Schliefllich wahle 17 und d so, dass s = 17 + 24/ (11%12)2 + d? gilt.
Hierbei sollte moglichst 1; grofs und d klein gewdahlt werden, damit
die Strahlen unter kleinem Winkel auf die gekriimmten Spiegel
treffen.

BEISPIEL Im dieser Arbeit zu Grunde liegenden Experiment wurde ein
PPKTP Kiristall der Lange 1. = 1cm verwendet. Die gekriimmten Spiegel
hatten Radien von 50 mm und der Brechungsindex von KTP bei 845 nm
betragt laut Gleichung 3.131 ca. 1.84. Der optimale konfokale Parameter
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der Mode ist nach Gleichung 3.121 durch b ~ 1./2, 84 gegeben, was die

optimale Strahltaille im Kristallzentrum zu wo = 4/ 2‘—2 ~ 16,0 um macht.
Nun kann das optimale s bestimmt werden zu s = Cnr? +4r = m’/‘v >nr? +

4r ~ 0.71 m. Abbildung 12 zeigt die Abhédngigkeit der Strahltaille 1?\20 von
dem verbleibenden Parameter 1, fiir diese Werte. Bei 1, ~ 56,5 mm wird
die Strahltaille maximal und hat dort den erwtinschten Wert 16,0 um.

Wo[um]

Io[mm]

L L L L
54 56 58 60

Abbildung 12: Abhédngigkeit der Strahltaille vom 1,-Parameter fiir optimierte
Resonatorgeometrie

Der optimale s-Parameter von 71 cm hitte im Experiment einen sehr
grofien Resonator erfordert. Eine mogliche Konfiguration ware etwa
gewesen l, = 56,5mm, |; = 300mm und d = 101 mm. Aus Griinden
der Kompaktheit wurde stattdessen ein Resonator gewihlt, der einen
Abstand zwischen den planaren Spiegeln von 100 mm und einen Abstand
der beiden Spiegelpaare von 35 mm hat. Die Auswirkungen, die diese
Geometrie auf den Abstand der gekriimmten Spiegel und die Strahltaille
hat, sind in Abbildung 13 gezeigt.

In dieser Grafik sind zwei Dinge beachtenswert. Zum einen ist der Sta-
bilitdtsbereich des Resonators um den Faktor 3 breiter, was das Justieren
erleichtert. Zum anderen jedoch ist es in dieser Konfiguration aufgrund
der hohen Steigung der Kurve an der Stelle wy = 16, 1 um sehr schwie-
rig auf die optimale Strahltaille zu justieren. Kompaktheit wurde hier
dadurch erkauft, dass im Betrieb wahrscheinlich abseits der optimalen
Parameter operiert und damit Leistung in der zweiten Harmonischen
verloren wird.

Oft wird jedoch auch absichtlich eine zu grofie Strahltaille im Kristall
verwendet, da der Boyd-Kleinman-Faktor fiir wachsende wg nicht so
schnell abféllt wie fiir fallende (vom Optimum aus gesehen). Daher ist
eine etwas zu grofie Strahltaille robuster gegeniiber eventueller Fehljus-
tierung des Verdopplers.
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Abbildung 13: Abhdngigkeit der Strahltaille vom 1,-Parameter fiir kompakte
Resonatorgeometrie

3.7.3 Abschiitzung der Leistungserhéhung im Resonator

Im vorherigen Abschnitt wurde erklédrt, wie ein Bow-Tie Resonator auf-
gebaut werden muss, damit stabile Moden existieren, in denen das Licht
zirkulieren kann. Um jedoch quantitativ berechnen zu konnen, wie stark
die Felder dieser Moden im Vergleich zum einfallenden Licht sind, miis-
sen zusitzliche Parameter eingefiihrt werden. Im folgenden bezeichnen
Eein, Eres und Eref bzZw. Pgin, Pres und Pres die Felder bzw. die Leistungen,
die eingestrahlt werden, die im Resonator vorliegen und die reflektiert
werden. Jeder der Spiegel o bis 3 besitzt einen Transmissions- und einen
Reflexionskoeffizienten to 12,3 bzw. 19 12,3 fiir elektrische Felder der Fre-
quenz w. Diese sind im allgemeinen komplexe Grofien. Die Koeffizienten
fur die optische Leistung

To,1.23 = o123 bzw. (3-154)

Ro1.23 = Iro,1.231 (3.155)

jedoch sind reell. Auch der Kristall hat einen Transmissionskoeffizienten
Tx < 1 durch Verluste aufgrund von Reflexion an den Kristallflichen,
Streuung im Kristall selbst aber auch durch Konversion des Feldes in die
zweite Harmonische. Sei der leistungsunabhéngige Transmissionkoeffizi-
ent des Kristalls gegeben als Ty1 und der leistungsabhdngige als Ty, so
gilt

T = Tir - T2 (P) = Tt - (1 — KPres) = [tic]? (3.156)
wobei K gemafs Gleichung 3.114 als

lem?dZ;

:—lh r KNG .
oM e (0,8, &n) (3.157)
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Abbildung 14: Relevante Felder im Bow-Tie Resonator

gegeben ist. Abbildung 14 veranschaulicht die hier eingefiihrten Grofen.

Es ist zweckmaéflig zur Vereinfachung der Rechnung die Reflexionskom-
ponenten der Spiegel 1, 2 und 3 sowie den Transmissionskoeffizienten
des Kristalls zusammenzufiigen und dadurch die Grofie 1y, = r2tc737]
zu definieren. Ein elektrisches Feld, dass einmal im Resonator um-
lauft, wird im Betrag um den Faktor [roTm| abgeschwdcht und um
d = arg(rorm) + K - lg phasenverschoben, wobei k,, die Wellenzahl
des umlaufenden Lichtes ist und l4die gesamte optische Weglange. Fiir
das umlaufende Feld im Resonator muss im stationdren Zustand das in
einem Umlauf verlorene Licht genau durch die Einkopplung kompensiert
werden. Das bedeutet, dass gelten muss

Eres = Eres[ToTml 'eié + toEein (3-158)
to

—— Foin.

1—|rormlei® "

= Eres = (3159)

Betragsquadriert bedeutet dies fiir die Leistung im Resonator

L.zpem (3.160)
[T —[rormlel?]
To
= P; .161
(1= rorm2(1 + Fsin2(5/2)) ™ (3.161)

res —

mit dem Finesse-Koeffizienten F = % 5. Der Bruch in 3.161

wird auch als Airy-Funktion bezeichnet. Allerdings muss hier ange-
merkt werden, dass durch die P-Abhéngigkeit von |r,| nicht exakt die
Airy-Funktion eines normalen Fabry-Pérot Interferometers vorliegt. Die
Leistung im Resonator héngt periodisch von der halben Phasendnderung

5 Der Finesse-Koeffizient F entspricht nicht der Finesse § des Resonators, die weiter unten
eingefiihrt wird
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pro Umlauf 5/2 ab und nimmt den Maximalwert o= T

0 .
rorm)? Pin an, wenn

die Resonanzbedingung sin 8/2 = 0 erfiillt ist.

IMPEDANZANPASSUNG Es sei nun angenommen, dass der Einkoppel-
spiegel 0 verlustfrei ist und damit [tol? +[rol? =1 gilt. Gleichung 3.161
wird im Resonanzfall zu

Preg — IOl (3.162)
T T —Trormh? ™ >
Ableiten von (]j|?‘r‘TL1‘)2 nach [ro| zeigt, dass maximale Leistung im

Resonator umlduft, wenn [rg| = || gilt. Fiir diesen Fall der sogenannten
perfekten Impedanzanpassung gilt dann

1 1
Pein =T Pein- (3 163)

Pres =~
© (T—=Irol?) To

Fiir ein Experiment bedeutet dies, dass, wenn moglichst viel Leistung
im Resonator vorliegen soll, die Transmission des Einkoppelspiegels
moglichst genauso grofs gewihlt werden sollte, wie die Verluste im Reso-
nator sind. Da diese jedoch abhingig von der zirkulierenden Leistung
und damit auch von der Eingangsleistung sind, sollte beim Aufbau des
Resonators schon relativ genau bekannt sein, welche Eingangsleistung
verwendet werden wird, um den Einkoppelspiegel entsprechend abzu-
stimmen.

Perfekte Impedanzanpassung mit Verlusten durch Konversion in die
zweite Harmonische bedeutet im konkreten Fall

Ro = R = R1R2R3Ty1 Tiez = T (1 — KPres) (3.164)
wobei ' = R1RR3 Ty 1 eingefiithrt wurde um die nicht-leistungsabhédngigen

Verluste zusammenzufassen. Pres kann durch Gleichung 3.163 ersetzt wer-
den und die entstehende Gleichung kann dann nach Ry aufgeldst werden:

Pin
Ro _r<1 — X —Ro> (3.165)
I+1 1-T)2
& Ry = —; —\/( 2 ) + 'K Pein (3.166)

Abbildung 15 zeigt die Abhédngigkeit von Ry zu Pgi, fiir typische Wer-
te I' und XK. Des Weiteren ist dort die Resonatorleistung bei optimaler
Einkopplung aufgetragen, die sich fiir grofSe Eingangsleistungen etwa
wie Pres & 24/ Pein/4TK verhilt. Hierbei wurde stets perfekte Modenan-
passung angenommen, was im Experiment nie der Fall sein kann. Py,
bezieht sich also immer nur auf den Teil der Eingangsleistung, der in
dem Uberlapp von Resonatormode und eingestrahlter Mode liegt. Typi-
scherweise lassen sich Modenanpassungen > 85% erreichen.
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1.00— T T T T — 2.0

[MI™d

10.8

10.4

0 20 40 60 80 100

P [MW]

Abbildung 15: Optimaler Einkoppelspiegel gegen Eingangsleistung. In blau ist
der Reflexionskoeffizient des Einkoppelspiegels fiir optimale
Einkopplung gegen die Eingangsleistung aufgetragen. Da die
nichtlinearen Verluste bei grofierer Leistung steigen, muss der
Spiegel durchldssiger werden, um diese auszugleichen. In violett
ist die im Resonator umlaufende Leistung gezeigt, die fiir ho-
he Eingangsleistungen nur noch schwach zunimmt. Fiir diesen
Graphen wurde I' = 0.99 und X = 0.028 angesetzt.

FINESSE Da die im Resonator umlaufende Leistung nicht direkt ge-
messen werden kann, ist es niitzlich eine mefSbare Grofse zu haben, die
moglichst unmittelbar von der zirkulierenden Leistung abhédngt. Eine
solche Grofie, die Finesse J eines Resonators soll hier eingefiihrt wer-
den. Das reflektierte Feld an Spiegel 0 ldsst sich schreiben als Summe
des reflektierten Eingangsfeldes und des durch Spiegel 0 transmittierten
Resonatorfeldes

Eref = T'OEein + tOTmEres (3167)

to
— <T'O + ton1_|_r0TTn|ei6> Eein (3168)

i (Irol = Irmle™®)

= —Eei .
T—[rormlel® on (3.169)

Wobei im letzten Schritt arg(tp) = 0 und arg(ro) = m/2 verwendet
wurde.® Fiir die reflektierte Leistung ergibt dies nach kurzer Rechnung

(e ftol(1 — rom?) |
Pref = (1 (1= [rorm2(1 +Fsin2(f>/zn> Pein G-170)

Diese Grofle ist frequenzabhingig, da & = arg(roTm) + ke lg = &+
wly/c frequenzabhéngig ist. Eine typische Kurve von (Pein — Pref) (w) fiir
den Fall, dass keine Frequenzkonversion vorliegt, ist in Abbildung 16
gezeigt.

Fiir verlustfreie Spiegel muss arg(t) —arg(r) = £m/2 gelten [41]. Da hier bei Transmission
keine Phasenverschiebung auftreten soll, wurde arg(ry) = 7/2 gewéhlt.
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Lelstung A e / ..... \ ...................
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Abbildung 16: Airy-Funktion eines Resonators. Apsg wird als freier Spektralbe-
reich und A; /, als Halbwertsbreite des Resonators bezeichnet.

Der Abstand zwischen zwei Peaks dieser Funktion wird als freier Spek-
tralbereich des Resonators Apsg bezeichnet. Ay /; ist die Halbwertsbreite
der Peaks. Die Finesse F eines Resonators ist nun einfach definiert als 7

_ Apsr

F = .
Av )

(3.171)

Der freie Spektralbereich Aggr ist genau die Frequenzdifferenz, die 6 =
o+ wlg/c um 27t vergrofSert

c
ApsR = e (3.172)
g

Die Halbwertsbreite kann berechnet werden, indem man die doppelte

Frequenzdifferenz berechnet, die notig ist, damit 1+Fsi+2(6/2) aus Glei-
chung 3.170 von 1 auf 1/2 fallt.
=1+ TFsin?(1/2(271/24, /514/c)) (3.173)
1/F = SinZ(TEA1/219/ZC) (3.174)
2c
A ~ .1
1/2 AT (3-175)

7 Normalerweise wird die Finesse eines Resonators tiber die transmittierte Leistung Pirans
eingefiihrt. Fiir den hier verwendeten Resonator wiirde diese Definition aber keinen
Sinn machen, da es keinen Ausgang gibt, an dem transmittierte Leistung gemessen wird.
Daher wird stattdessen die Grofe (Pein — Pref) Verwendet, die ohne weiteres gemessen
werden kann.



3.7 FREQUENZVERDOPPLUNG IM RESONATOR

Hierbei wurde angenommen, dass das Argument der Sinus-Funktion so
klein ist, dass sinx ~ x sehr gut erfiillt ist. Diese beiden Gleichungen
zusammen mit der Definition des Finesse-Koeffizienten ergeben fiir die
Finesse

g ArsR _ cmlgVF  mVE o my/Irorml
A]/z lg 2c N 2 N 1— |T0rm|‘

(3.176)

Dies bedeutet, dass aus der gemessenen Finesse der /|ro7Tm| Term ermit-
telt werden kann und daraus dann zusammen mit bekanntem ty und
Pin die zirkulierende Leistung gemafs Gleichung 3.162.

KONVERSIONSEFFIZIENZ Das entscheidende Giitekriterium, an dem
sich ein Frequenzverdoppler messen lassen muss, ist die Konversionseffi-
zienz 1 von Fundamentalwelle in zweite Harmonische. Diese ist fiir den
resonanten Verdoppler gegeben durch

Py  KP2

_ _ res

"= B T Pun (3.177)
Wird I' = R1R,R3T;1 wie in 3.164 verwendet und Gleichung 3.162 benutzt,
so ergibt dies

X (1= Ro)Pein ’ (178)
1 P (1= /RoF (T — KPrea) 2 317
2
(1—Ro)
::KPein .
((1 —V/Ror(1 - mw) 6:179)

Dies ist eine implizite Gleichung fiir 1. Die explizite Darstellung ist zu
lang um sie hier anzugeben. Eine Losung fiir typische I' und X und
verschiedene Ry ist in Abbildung 17 gegeben.

Diese Grafik zeigt, dass wenn perfekte Einkopplung vorliegt mit einem
guten Resonator und PPKTP als Kristall bis zu 70% Konversionseffizienz
bei 100 mW Eingangsleistung erreicht werden kann. Verglichen mit den
0,28% des Verdopplers ohne Resonator entspricht dies einer Leistungs-
steigerung um einen Faktor 250. Bei kleineren Eingangsleistungen ist
dieser Faktor sogar noch deutlich grofser.
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Abbildung 17: Effizienz eines resonanten Verdopplers in Abhéngigkeit von der
Eingansleistung. Die verschiedenen Kurven zeigen die Effizienz
des Verdopplers fiir Reflektivitdten der Einkoppelspiegel zwi-
schen 0,95 und 0,99. Die gestrichelte Kurve zeigt die maximale
Effizienz, die dann zutrifft, wenn der optimale Einkoppelspiegel
gewdhlt wurde. Es wurden I' = 0.98 und X = 0.028 angenom-
men.



EXPERIMENTELLE REALISIERUNG DER
FREQUENZVERDOPPLUNG

Das fiir die Photoionisation von Calcium benétigte Licht bei einer Wellen-
lange von 422,8 nm wurde in dieser Arbeit erzeugt, indem eine 845nm
Laserquelle mit einem resonanten Verdoppler Frequenz-verdoppelt wur-
de. Sowohl die Laserquelle als auch der Resonator wurden ausgiebig
vermessen und charakterisiert und die wichtigsten Ergebnisse werden in
diesem Kapitel vorgestellt.

4.1 LASERQUELLE FUR DIE FUNDAMENTALWELLE

Um den Verdoppler mit Licht bei der Fundamentalen zu versorgen,
wurde in diesem Experiment ein Diodenlaser mit externem Resonator
(ECDL") verwendet. * In diesem Laser wird das Licht der Laserdiode
teilweise iiber ein Gitter in Littrow Konfiguration mit sehr schmaler
Resonanz zuriickgefiihrt [1]. Dadurch erreicht der Laser nach Hersteller-
angaben typische Linienbreiten von ca. 100 kHz. Das Gitter kann tiber
eine versenkte Schraube an der Seite des Laserkopfes grob verkippt
werden, wodurch sich die optische Resonanz des Gitters dndert und
damit auch die Wellenldnge der Laserstrahlung. Feine Abstimmung der
Laserfrequenz erfolgt iiber einen am Gitter angebrachten Piezoaktor,
der iiber die Laserelektronik verfahren werden kann. Der Laser ist so-
wohl aktiv tiber thermoelektrische Elemente, als auch passiv iiber ein
abschirmendes Gehduse temperaturstabilisiert. Der Laserstrom wird ak-
tiv geregelt und kann tiber zwei externe Eingdnge sowohl DC als auch
AC mit Modulationsfrequenzen bis zu 50 MHz moduliert werden.

Einige wichtige Spezifikationen des Lasers bei 20°C Lasertemperatur
sind in Tabelle 4 aufgelistet. Es wird teilweise der vom Hersteller ange-
gebene Wert mit gemessenen Werten verglichen. Die gemessenen Werte
stimmen mit denen aus dem Datenblatt gut tiberein.

Die Vermessung der Laserschwelle und der Effizienz ist in Abbil-
dung 18 gezeigt. Es wurde eine lineare Kurve mit der Methode der
kleinsten Fehlerquadrate an die Datenpunkte mit mehr als 75 mA La-
serstrom angepasst und der Schwellstrom als der Strom, an dem diese
Kurve die x-Achse schneidet gewertet.

4.2 OPTISCHER WEG

Das 845 nm Licht verlief} den Laserkopf zu tiber 97% in der richtigen Pola-
risation (senkrecht zur Experimentierebene), sodass zwischen Laserkopf

1 engl. external cavity diode laser
2 TOPTICA Photonics — DL pro
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PARAMETER ANGABE GEMESSENER EINHEIT
HERSTELLER WERT

Laserschwelle 70 70,4 mA
Effizienz 0,63 0,63 W/A
Maximalstrom 269 - mA
Maximalspannung 2,13 - \Y
Maximalleistung 124 - mW
Leistung bei I = 250 mA 114 106,6 mW

Tabelle 4: Spezifikationen des 844 nm Lasers. Alle angegeben Werte gelten fiir
eine Temperatur von 20 °C. Herstellerangaben in der Leistung wurden
mit einen Faktor 114/138 korrigiert, um die Abschwédchung durch
den integrierten optischen Isolator zu beriicksichtigen.

und Resonator keinerlei Polarisationsoptik vonnoten war. Allerdings hat-
te die Ausgangsmode einen starken Astigmatismus, also unterschiedliche
Foki in der vertikalen bzw. horizontalen Richtung. Auch war der Laser
in der horizontalen Richtung sehr modenunrein. Fiir gute Einkopplung
in den Resonator musste jedoch ein moglichst rundes Strahlprofil vorlie-
gen, dass eine Strahltaille von 175,6 pm aufweist (siehe Abschnitt 4.3).
Vermessen wurde die Strahltaille mit einer Strahlprofil-Kamera (Beam
Profiler) 3. Wahrend Messungen des vertikalen Strahldurchmessers eine
sehr gute Charakterisierung der Mode erlaubten, war dies durch die
Modenunreinheit in der horizontalen Richtung nicht moglich. Zur Op-
timierung der Strahltaille wurde daher erst experimentell ein Teleskop
aufgebaut, dass die schwierige horizontale Achse auf etwa 175 um fo-
kussierte. Daraufhin konnte berechnet werden, wie die vertikale Mode
verdndert werden musste, damit deren Fokus an der gleichen Stelle lag
wie der der horizontalen und gleichzeitig auch die Strahlradien dort
tibereinstimmten. Diese Modifikation der Mode wurde dann durch ein
weiteres Teleskop realisiert, das jedoch aus zwei Zylinderlinsen bestand,
die nur die vertikale Achse des Strahls beeinflussten.

Der Testaufbau zum Vermessen des Resonators ist in Abbildung 19
gezeigt.

Die hier verwendeten optischen Bauteile sind in Tabelle 5 zusammen-
gefasst. Die dort angegebenen Abstinde zum Laser sind bei Linsen
jeweils gemessen vom planaren Teil der Linse und bei Spiegeln jeweils
zur beschichteten Glasoberfldche. Diese Daten sind angegeben, um das
verwendete Teleskop rekapitulieren zu konnen. Es wurde mit dem Tele-
skop in der Mitte zwischen den beiden Resonatorspiegeln ein Fokus mit
Strahlradien von 178 4+ 7 um in vertikaler und 190 + 7 um in horizontaler
Richtung erreicht.

3 Metrolux ML3744



4.2 OPTISCHER WEG

SYMBOL FUNKTION f BAUTEIL ABSTAND ZU
[mm] LASER

Z Zylinderlinse zur -40 Thorlabs, 51 mm
Astigmatismus- LK1283L1-B
korrektur

Z; Zylinderlinse zur 130 Thorlabs, 135 mm
Astigmatismus- LJ1640L1-B
korrektur

Ly Teleskoplinse fiir 200 Cening, AR coa- 190 mm
zur Strahlfokus- ted 700-9oonm,
sierung R<0,5%

Ly Teleskoplinse fiir ~ -200 Cening, AR coa- 241 mm
zur Strahlfokus- ted 700-9oonm,
sierung R<0,5%

BS Strahlteiler  zu — Thorlabs BSF10-B 347 mm
Wavemeter Faser-
koppler

M, Strahljustier- - Cening, 45° 472 mm
Spiegel Einkopp- R>99,5% @854-
lung 866 nm

M; Strahljustier- — Cening, 45° 872 mm
Spiegel Einkopp- R>99,5% @854-
lung 866 nm

M3 Strahljustier- - Cening, 45° n/a
Spiegel Photodi- R>99,5% @854-
ode 866 nm

mo Resonatorspiegel — LaserOptik, T ~ 999 mm
Einkopplung 5% @844 nm, 0°

my Resonatorspiegel — LaserOptik, HR 1099 mm
an Piezo @844 nm, 0°

my Resonatorspiegel -50 LaserOptik, HR n/a
Auskopplung @844 nm, HT

@422nm, 0°
m3 Resonatorspiegel -50 LaserOptik, HR n/a
@844 nm, 0°

Tabelle 5: Optische Bauteile des Resonator Testaufbaus. Die Spalte f gibt die
Brennweite (bei Linsen), die Brennweite in vertikaler Richtung (bei Zy-
linderlinsen) bzw. den Kriimmungsradius (bei gekriimmten Spiegeln)

an.
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Abbildung 18: Vermessung der Laserschwelle des 844 nm Lasers. Die gestrichel-
te Linie stellt einen linearen Fit der Datenpunkte von Stromen >
75mA dar.

4.3 DER RESONATOR

Da der Resonator spéter Teil einer portablen optischen Uhr werden soll,
war Kompaktheit eines der Hauptaugenmerke, die bei der Planung der
Resonatorgeometrie berticksichtigt wurden. So wurde die lange Seite
des Resonators (1 aus Abschnitt 3.7) auf 100 mm und der Abstand der
beiden Kanten d auf 35 mm festgelegt. Mit einem 10 mm langen Kristall
(lc) und Spiegeln mit Kriimmungsradien r von -50 mm folgte daraus mit
den Formeln aus Abschnitt 3.7.2 Stabilitdt genau dann, wenn 1, zwischen
54,6 und 65,4 mm liegt. Der Resonator wurde mit einem 1, von 60,0 mm
aufgebaut, das genau in der Mitte dieses Stabilitdtsbereiches liegt, um
beim Optimieren des Resonators moglichst viel Justierweg zu haben.
Die Strahltaille im Kristall ergab sich zu 27um und mittels des ABCD-
Mechanismus liefs sich die Strahltaille zwischen den planaren Spiegeln
bestimmen. Ihr berechneter Wert betrug 176um. Auf diesen Wert wurde
der Einkoppelstrahl wie im vorherigen Abschnitt gezeigt justiert.

DER KRISTALL Es wurde ein PPKTP-Kristall der Firma Raicol ver-
wendet. Die wichtigsten Eigenschaften des Kristalls sind in Tabelle 6
zusammengefasst. Da die AR-Beschichtung nicht mit einem genauen
Wert angegeben war, wurde sie fiir die Eingangswellenldnge von 845 nm
gemessen. Hierbei wurden beide Seiten einzeln vermessen mit jeweils
unterschiedlichen Laserleistungen und unter Winkeln zwischen 5 und



4.3 DER RESONATOR
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Abbildung 19: Testaufbau zum Vermessen des Resonators. Die Zylinderlinsen
Zy und Z; dienen der Astigmatismuskorrektur. Die Linsen L;
und L, bilden ein Teleskop zur Optimierung der Einkopplung in
den Resonator. BS bezeichnet einen Strahlteiler, der etwa 6% des
einfallenden Lichtes in eine Faser zu einem Wavemeter lenkte.

25°. Diese Messungen ergaben eine Reflektivitdt Ry auf beiden Seiten
von jeweils

Ry = 0.0017 £ 0.0001 (4.1)

Der Absorptionsverlust im Kristall wurde in [20] fiir KTP Kristalle ver-
schiedener Hersteller vermessen und kann aus den dort angegebenen Da-
ten fiir eine Wellenlédnge von 844 nm auf etwa 1 —exp(—Icm-0.0lem™') =
0.01 4 fiir entlang der z-Hauptachse polarisiertes Licht extrapoliert wer-
den. Je nach Hersteller variiert dieser Wert jedoch teilweise um eine
Grofienordnung, sodass er wie weiter unten beschrieben im Experiment
vermessen wurde.

Der Kristall wurde in einem Aluminiumgeh&duse gehaltert, dessen
Temperatur mittels PT100 Widerstdnden ausgemessen und mit Heizdraht
geheizt werden konnte. Zur besseren Isolierung wurde dieses Gehduse
von einer Teflon-Box umschlossen. Die Temperaturregelung wurde tiber
einen Eigenbau PID-Regler vorgenommen. Sie war notig, weil die Periode
des Domaénenstapels fiir die periodisch gepolte Phasenanpassung sehr
fein abgestimmt werden musste, was nur iiber die Temperatur moglich
war.

MESSUNGEN AN DEM LEEREN RESONATOR Um die Reflektivitdten
der hochreflektiven Resonatorspiegel zu bestimmen, wurden einige Mes-
sungen an dem Resonator durchgefiihrt, in denen sich kein Kristall

4 Gemaf dem Absorptionsgesetz I(z) = I(0) - exp(—«z), o« = Absorptionskoeffizient

53



54

EXPERIMENTELLE REALISIERUNG DER FREQUENZVERDOPPLUNG

EIGENSCHAFT WERT

Lange des Kristalls 10mm
Material PPKTP
Beschichtung DBAR @ 844/422nm
deff 7,5-9,5pV/m
Periode der PP-Schichten 4 pm

Tabelle 6: Eigenschaften des nichtlinearen Kristalls nach Herstellerangaben.

im Strahlweg befand. Hierbei mussten die gekriimmten Spiegel um
etwa 4mm ndher zueinander postiert werden, da ein Abstand von
1, = 60,0mm ganz am Rande des Stabilitdtsbereiches fiir den leeren
Resonator gelegen hitte und das Justieren unnétig erschwert hétte. So-
wohl die Strahljustier-Spiegel, als auch die Resonator-Spiegel wurden
unter staindiger Messung der Finesse einjustiert, sodass jene den maxima-
len Wert annahm. An dem planaren Spiegel, der nicht zur Einkopplung
diente war ein Piezoaktor angebracht. Dieser ermoglichte es die Finesse
zu vermessen, indem er iiber einen HV-Verstirker 5 mit einem Dreieckssi-
gnal tiber mehrere Perioden verfahren wurde. Sowohl der freie Spektral-
bereich, als auch die Halbwertsbreite wurden dann als Zeitdifferenzen
in diesem Scan gemessen. Da der HV-Verstarker im betriebenen Bereich
sehr linear operierte, kann man diese Messungen proportional auf Lan-
gendnderungen abbilden. Es wurde also die Phase 8 in Gleichung 3.170
nicht durch Frequenzdnderung, sondern durch Liangendnderung des
Resonators verstimmt. Da aber § = a4 wl/c gilt, ist die Funktion die-
selbe, egal welche Grofse variiert wird. Der maximal gemessene Wert
der Finesse, wenn alle vier Resonatorspiegel hochreflektierend gewihlt
wurden, war

F_ AFSR . 3]40:&20[18
N A]/z N 2,04:|:0,04HS

= 1539 + 32. (4.2)

Unter der Annahme, dass alle vier Resonatorspiegel gleiche Reflektivita-
ten R, haben, lassen diese sich mit Formel 3.176 zu

s 2
Re =5+ \/; = 0,99898 = 0, 00002 (4-3)

ermitteln.

MESSUNGEN MIT KALTEM KRISTALL Da die Reflektivititen sowohl
der Kristalflaichen als auch der Spiegel mit geringer Ungenauigkeit be-
stimmt werden konnten, war es sinnvoll den Absorptionskoeffizienten
« des Kristalls zu bestimmen, indem die Finesse des Resonators ausge-
messen wurde wie im vorherigen Paragraphen, allerdings diesmal mit
Kristall im Strahlweg. Um nichtlineare Verluste zu verhindern, wurde

5 TEM Messtechnik, miniPiA FiberLock



4.4 RESONATORSTABILISIERUNG

der Kristall “kalt” betrieben. Das bedeutet, dass die Gitterperiode des
Kristalls nicht auf korrekte Phasenanpassung abgestimmt war und so-
mit die Konversionseffizienz vernachldssigbar klein wurde. Die einzigen
auftretenden Verluste im Resonator waren also die Resonatorspiegel,
die beiden Kristallflichen und die lineare Absorption im Kristall. Nach
dem Optimieren der Spiegel und der Kristallorientierung ergab sich als
maximal gemessene Finesse

2
. AFSR . 860:]:80}15 — 621 +56. (44)

F = =
A]/Z 4,6+ 0,4}15

Damit ergibt sich fiir die "Gesamtreflektivitdt'Rg = R% - (1—Ry)?- exp(—L1-

Ry = 0,9899 = 0,0009 (4.5)

Damit und mit den gemessenen Werten fiir die Spiegel- bzw. Flachenre-
flektivitaten wird « zu

o = (0,0027 £ 0,0009) cm ™! (4.6)

Also liegt der Leistungsabsorptionskoeffizienz « sogar noch deutlich

unter den oben abgeschétzten 0,01 cm ',

ANMERKUNG Die hier angegebenen gemessenen Werte fiir die Spiegel-
reflektivitdt R, miissen als untere Schranke und die fiir den Absorptions-
koeffizienten o als obere Schranke fiir den tatsachlichen Wert angesehen
werden. Dies liegt daran, dass es keine Moglichkeit gibt auszuschliefsen,
dass die auftretenden Verluste, die eine bestimmte Finesse des Resonators
verursachen, durch fehlerhafte Justierung der Resonatorspiegel auftreten.
In diesem Fall wiirden die Verluste an Spiegeln und im Kristall zu grofs
abgeschatzt werden. Da aber sowohl die Spiegelverluste als auch die
Kristallverluste sehr gering auch im Vergleich mit anderen Resonato-
ren [28, 37, 11] sind, ist nicht davon auszugehen, dass sie noch stark
tiberschétzt wurden.

In der Literatur wurde der Absorptionskoeffizient von KTP héufig
vermessen, allerdings entweder nur bei Wellenlédngen abseits von 845 nm
(im mittleren Infraroten (A > 1,5 um) [31, 14, 12, 20], in einer Region von
0,35A < 0,6 um [20], bei 515, 660, 1064 und 1320 nm [17]) oder aber bei
Verwendung von unpolarisiertem Licht [8]. Dem Autor ist keine Veroffent-
lichung bekannt, in der der Absorptionskoeffizient eines KTP-Kristalls
tiir entlang der z-Hauptachse polarisiertes Licht mit einer vergleichbar
geringen Ungenauigkeit angegeben wurde wie in dieser Arbeit.

4.4 RESONATORSTABILISIERUNG

Der Laser muss im Betrieb stdndig mit dem Resonator auf Resonanz sein.
Allerdings haben die Resonanzen eine sehr schmale Bandbreite und es
ist nicht zu verhindern, dass sowohl die Laserfrequenz als auch die Reso-
nanzfrequenz des Resonators (zum Beispiel durch temperaturbedingte

55



56

EXPERIMENTELLE REALISIERUNG DER FREQUENZVERDOPPLUNG

Langendnderung) fluktuiert. Es ist daher notwendig, den Resonator aktiv
auf den Laser zu regeln. Dies wird {iber Variation der Resonatorliange mit-
tels des an Spiegel m; angebrachten Piezoaktors erreicht. Das Stellsignal
fiir diesen Piezo stammt aus einem Eigenbau PID-Regler der wieder-
um sein Fehlersignal aus einem Pound-Drever-Hall-Modul erhlt ®. Die
gesamte Reglung inklusive der wichtigsten Bauteile des Pound-Drever-
Hall-Moduls sind in Abbildung 20 dargestellt. Eine gute Erklarung des
Pound-Drever-Hall-Verfahrens findet sich beispielsweise in [7].

Resonator

Laser

-
mod AC a AN
Photodiode
Lokal-
" )oszillator

Tiefpass

Phasen- X

schieber Mixer PID Regler

PDD Modul

Piezo

HV Verstarker

Abbildung 20: Stabilisierung des Resonators. Schwarze Linien bezeichnen elek-
trische Signalleitungen, rote Linien den Laserstrahl.

4.5 EFFIZIENZMESSUNGEN

Es wurden Effizienzmessungen fiir Einkoppelspiegel mo mit verschiede-
nen Reflektivititen vorgenommen. Hierbei wurde die Frequenz des La-
sers auf =100 MHz genau auf die halbe Frequenz der Calcium-Resonanz
gestimmt, was iiber ein Wavemeter” kontrolliert wurde. Der Kristall wur-
de geheizt um optimale Phasenanpassung zu erreichen, was bei etwa
73,5 °C der Fall war. Dort wurde die Temperatur aktiv auf besser als
+0.03°C stabil gehalten.

Die verwendeten Einkoppelspiegel hatten laut Datenblatt Transmissivi-
taten von etwa 8,3%, 7,0% und 5,4%. Das aus dem Resonator austretende
Licht wurde mit einer Photodiode vermessen und zur Eichung jener
auch an einigen Punkten mit einem Powermeter. Es wurde fiir jeden
Spiegel die Eingangsleistung von 21,5 bis 72,6 mW durchgestimmt. Die
aufgenommenen Kurven sind in Abbildung 21 dargestellt.

6 Toptica PDD 110
7 High-Finesse, WS-7



4.5 EFFIZIENZMESSUNGEN
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Abbildung 21: Ausgangsleistung des Resonators fiir verschiedene Einkoppel-
spiegel. Die durchgezogenen Linien sind mit Hilfe der Theorie
aus Kapitel 3 berechnet.

Die dargestellten Linien wurden mittels der Methode der kleinsten
Fehlerquadrate an die Messpunkte angepasst, wobei die zu variierenden
Parameter zum einen der X-Faktor und ein Transmissionskoeffizient
T,25 sind. Letzterer diente der Berticksichtigung von Verlusten zwischen
Kristall und Photodiode. Bei der Anpassung ergaben alle Messungen
sehr gut tibereinstimmende Werte von

% =0.0098 £ 0.0005  und (4.7)
Ta23 = 0.969 = 0.003. (4.8)

Die Theorie aus dem vorangegangenen Kapitel sagt je nach ange-
nommenen effektiven nichtlinearen Koeffizienten 7,5pm/V < defs <
9,5pm/V K-Werte von 0,0092 bis 0,014 voraus, was sehr gut durch das
Experiment bestédtigt wurde. Angenommen wurden hierbei die oben
beschriebene Resonatorgeometrie, eine Strahltaille von 27 um, ein dar-
aus resultierender Boyd-Kleinman Faktor von 0,765 und Spiegel- und
Kristallverluste, wie sie gemessen wurden. Es wurde weiterhin der ver-
gleichsweise grofle Absorptionskoeffizient von KTP fiir das verdoppelte
Licht beriicksichtigt (o¢,»3 ~ 0, 1 em~ 1) [20].

Die maximale Effizienz des Resonators wurde mit dem Ry = 94, 6%
Einkoppelspiegel gemessen und betrug 41,6% bei einer Eingangsleistung
von 72,6 mW. Diese Leistung von mehr als 30mW ist mehr als ausrei-
chend, um genug Photoionisationslicht auch fiir mehrere Ionenfallen-
Experimente zu spenden. Laut der Theorie wiirde sich die Effizienz noch
etwas steigern lassen, wenn ein Einkoppelspiegel mit einer Reflektivitat
von 96,5% verwendet werden wiirde. Da die Leistung des Verdopplers
jedoch ausreicht, ist die im Moment nicht notig.
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ZWEI IONEN IN EINER LINEAREN PAUL-FALLE






THEORETISCHE BESCHREIBUNG VON ZWEI IONEN
IN EINER LINEAREN PAUL-FALLE

In der Atomphysik streben Physiker danach, das Verhalten von einzel-
nen Atomen immer genauer zu verstehen. Um dies zu erreichen ist es
offensichtlich, dass es vorteilhaft ist, einzelne Atome moglichst isoliert
von Wechselwirkungen mit der Aufienwelt zu untersuchen, um deren
Reaktion etwa auf einfallendes Licht prazise messen zu konnen. Hierzu
muss zuallererst einmal sichergestellt werden, dass das Teilchen sich
wiahrend der Messdauer nicht so weit entfernt, dass es aufderhalb der
Messreichweite liegt. Es musste also eine Technik entwickelt werden, um
atomare Teilchen zu ,fangen”.

Dafiir ist ein Potential notig, das, wenn sich das Teilchen in eine belie-
bige Richtung von seiner Ausgangslage fortbewegt, eine riickstellende
Kraft auf selbiges ausiibt. Ein moglicher Kandidat fiir diese riickstellen-
de Kraft ist die Coulomb-Wechselwirkung von geladenen Teilchen mit
elektromagnetischen Feldern.

Enttduschend ist jedoch, dass elektrostatische Potentiale ®(x,y,z) im
ladungsfreien Raum der Laplace-Gleichung

AD(x,y,z) =0 (5-1)

geniigen miissen. Eine Folgerung (etwa durch den Mittelwertsatz von
Gaufs) dieser Gleichung ist ndmlich, dass elektrostatische Potentiale keine
Minima im ladungsfreien Raum annehmen kénnen. Also ist das Fangen
von geladenen Teilchen in elektrostatischen Fallen im Vakuum nicht
moglich. Diese Tatsache wird auch als Earnshaw Theorem bezeichnet.

Auf Wolfgang Paul (1913-1993) ist die Idee zuriickzufiihren, statt eines
statischen ein dynamisches Potential zu verwenden. Geht man gleich von
der linearen Paul-Falle aus, bei der sich nur die x- und y-Komponenten
(auch als die ,radialen” Komponenten bezeichnet) des Potentials veradn-
dern, so ist selbiges im sogenannten ,Fallenzentrum” ndherungsweise
durch

22 Up2z22 X2 —y?
RZ T2 d2
gegeben. Hierbei bezeichnen V, und Uy Spannungen in der radialen,
bzw. axialen Richtung und R und d charakteristische Abstdnde in diesen
beiden Richtungen.

Lost man die Bewegungsgleichung mi = —qV®, wobei q die Ladung,
m die Masse und r den Ortsvektor des Teilchens bezeichnen, so erhilt
man dieselbe Losung wie bei einem Teilchen in einem dreidimensionalen
harmonischen statischen Potential (dem sogenannten ponderomotori-
schen Potential) [53]

V,
D(x,y,zt) = 70 cos thx (5.2)

1 1 1
Vp(x,y,2) = zmwixz + Emwﬁyz + Emwﬁzz. (5.3)
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2
L 02 2 2 w? 2 _ 2qUg o — __9Vo
Wobei wy = wy = w; — 5 und w; = 03 mit wy = T30 R

gilt. Diese Losung ist bis auf Oszillationen kleiner Amplitude mit der
Fallenfrequenz Qf korrekt, sofern w, < Q. Falls diese Bedingung gilt,
ist es also moglich, einzelne Ionen in diesem Potoential zu fangen, da es
ein Minimum an x =y = z = 0 hat und die Teilchen in jeder Richtung
eine Riickstellkraft linear zu Auslenkung erfahren. Eine detailliertere
Einfiihrung findet sich etwa in [? ].

5.1 GLEICHGEWICHTSPOSITIONEN EINES ZWEI-IONEN-KRISTALLS

Befinden sich zwei gleich geladene (q1 = q2 = q) Ionen (Massen my,
m;) gleichzeitig in einer linearen Paul-Falle, so agiert zusitzlich zu
der Kraft, die aus dem effektiven Potential V}, resultiert, auch noch die
wechselseitige Coulomb-Abstoffung auf die beiden Ionen. Die Ionen
werden also im Gleichgewichtszustand nicht mehr in der Fallenmitte
sein, sondern Positionen um diese herum beziehen. Fiir gewohnlich wird
eine lineare Paul-Falle in der Art betrieben, dass wy y > w, fiir sowohl
m; als auch m; gilt. Es ist sofort klar, dass sich die beiden Ionen dann
entlang der z-Richtung ausrichten werden und demnach fiir beide Ionen
gilt x1 = x2 = y1 =y = 0. Dies ist fiir zwei Ionen immer erfiillt, bei
mehr als zwei Ionen konnen allerdings abhdngig von dem Verhiltnis
der Frequenzen w,/wy y auch Zick-Zack-Strukturen und kompliziertere
Muster entstehen [43].

Um die z-Positionen der beiden Ionen (z1, z2) zu bestimmen, muss das
Potential unter Einbeziehung der Coulomb-Kraft modifiziert werden

q> 1

] 2, 2
Vi(z1,z2) = 5440 (21 +23) + dreg 2o — 21| (5-4)

Hierbei ist ag = m; wﬁJ /q = 2Uy/d? ein nicht von der Masse des Ions

1/3
abhidngender konstanter Faktor. Fithrt man die Lange 1 = ( #)
0ao

ein und definiert die dimensionslosen relative Positionen iiber u;; =
z1,2/1, dann erhélt man nach kurzer Rechnung

1
U2 = im- (5.5)

Substituiert man zuerst u und dann ag, bedeutet dies fiir die z-Koordinaten

1 dzq 1/3 dzq 1/3
=f— | —F = . .
1.2 41/3 (47T€0U0) (]67‘[60110) (5 6)

Beachtenswert ist, dass dieses Ergebnis nicht von der Masse der einzel-
nen Ionen abhdngt, sondern nur von ihrer Ladung q, der an der Falle
angelegten axialen Spannung Uy und der charakteristischen Distanz d
entlang der Achse.
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5.2 SCHWINGUNGSMODEN DES ZWEI-IONEN-KRISTALLS

Es ist wichtig die Geschwindigkeiten der einzelnen Ionen in einem Io-
nenkristall in den verschiedenen Raumrichtungen abschétzen zu kdnnen.
Dies wird zum Beispiel benétigt, um Doppler-Verschiebungen bei der
Spektroskopie von einzelnen Ionen, wie etwa in einer optischen Uhr,
berechnen zu konnen. Der Ansatz der hier verfolgt wird, um diese
Bewegung zu charakterisieren, ist, anzunehmen, dass kleine Geschwin-
digkeiten vorliegen und die Ionen daher nur um ihre jeweilige Gleichge-
wichtsposition oszillieren.

Seien die Gleichgewichtspositionen der Ionen als z1,0 und z;,o defi-
niert. Dem Ansatz aus [26] folgend, konnen die Ablenkungen aus den
Gleichgewichtspositionen p1 > als

z1,2(t) =2z1,2,0 +p1,2(1) (5.7)

definiert werden. Untersucht man die potentielle Energie W(p1,p2), die

ein System mit Auslenkungen (p1, p2) verglichen mit dem Gleichge-
wichtszustand aufweist, erhdlt man

W(p1,p2) = Vizi,0 + 1,220 +P2) — Vi(z1,0, 22,0) (5-8)
oV

=V(z1,0 +P1,22;0 + P2)jp=0 + P1 +Ppr—
P 611 [p1=0 az‘z\pz:O

1 & 22V s
5D 5 pip; + 0(p®) — Viz10,220)  (59)

2
1 0%V
=32 5.3, PpiTOM) (5.10)

Hierbei heben sich der erste und der letzte Term der zweiten Zeile auf.
Der zweite und dritte verschwinden, da im Gleichgewichtszustand ja

gerade 62/2 = 0 gilt. Es sei angenommen, dass der Kristall so kalt

ist, dass die Terme O(p3 ) vernachldssigbar klein werden. Die einzelnen
Summanden der p2-Terme lassen sich wie folgt berechnen:

2’V 2%V .- 2q° B a<]+ 2 )
aZ% N 67% o q 0 47T€0(Z2;0*Z1;0)3 - q 0 (uz—u1)3
(5.11)
’v. v ¢? 2 _w 2
0210z  0z20z1  4meqg (z20 —21,0)° ddo (uz —uq)3
(5.12)
Demnach lasst sich W(p1,p2) auch ausdriicken als
1 2
Wi(p1,p2) = 5900 D Aijpipy (5.13)
ij=1
mit der Matrix A
2 2
A= i creerrey e crenrey S N (2 _]) : (5.14)
2 2
guer=r L ey -1 2
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Hier wurden die Gleichgewichte 1y, u, aus Gleichung 5.5 eingesetzt.
Die Lagrangefunktion L ist gegeben durch kinetische minus potentieller
Energie

2
1 o ] 2 1
L=Ein—W= 7P + 7M2P2" — 5qdo Z Aiypipj-  (5.15)

ij=1

Mit der Fallenfrequenz des ersten Ions w = , /ﬂn%o und dem Massenver-

hiltnis u = %f und den generalisierten Koordinaten P; = py,/qao und
P, =p2y/qaon, sowie T = wt lasst sich dieser Ausdruck umschreiben

Zu
1 (/0P \%2 [P, \2\ 1 &
L=3 <<6T> +<’6T) >_2 2 AiyPiP) (5.16)
i,j=1
mit
2 1
VR w

Diese Lagrange-Funktion ist in ihrer kanonischen Form. Das heifst, dass
die Bewegungsgleichungen fiir die P; sehr einfach werden, namlich

P+ AP =0. (5.18)

Wobei P = (Pq,P2)".

Alles was jetzt noch zu tun ist, um die Schwingungsmoden des Kristalls
zu erhalten, ist die Eigenwerte und -Vektoren der Matrix A’ zu bestimmen.
Die Eigenwerte ergeben sich zu

1
7\1:1+;<1—\/1—u+u2> (5.19)
1
AZ:1+E<1+\/1_H+HZ> (5.20)
und die Eigenvektoren zu

1
Vi 2 (1= V=) (521)

1
\/ﬁ—ﬁ(“r 1—u+u2)

b, =Ny

b, =N, (5.22)

Hierbei ist die zweite Komponente des b,-Vektors immer positiv (die
Ionen schwingen immer in dieselbe Richtung), wahrend die zweite Kom-
ponente des b,-Vektors immer negativ ist (die Ionen schwingen gegen-
einander). N7 und N; bezeichnen Normalisierungsfaktoren, damit die
b; Betrdge von 1 haben.
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Es ist nun leicht zu sehen, dass P(t) sich immer aufteilen ldsst in
Schwingungen mit Kreisfrequenzen /A; entlang der Vektoren b;

P(t) = &1 cos(v/A1 T+ d1)by + oz cos(v/ AT + d2)b, (5.23)

wobei die Amplituden «; und die Phasen ¢; durch die Anfangswerte
bestimmt werden kénnen.

BEISPIEL

Ladt man ein Magnesium (25Mg) (Ton 1) und ein Calcium (*°Ca) (Ion
2) Ion in die lineare Paulfalle, so ist das Massenverhéltnis p gegeben
durch

40

N5 = 1,6. (5.24)

n

Die Frequenzen der Schwingungen der P; ergeben sich zu

3

VA = \/; ~ 0,866 (5.25)
5

VA2 = \/; ~ 1,581 (5.26)

und die Eigenvektoren zu

0,535
b] ~ ’ ( .27)
(o, 845) ’

by &~ 0,845 . (5.28)
—0,535

Riicktransformation aus den P;, T Koordinaten zu den Auslenkungen p;
und der echten Zeit t liefert *

0,535
P = 1/y/qap | «1 cos(0, 866w t+ ¢1) (5.29)
P2 0,668
0,845
+ oz cos(1,58Tw it + ¢d7) ! ) (5.30)
—0,422

Die beiden Moden sind in Abbildung 22 dargestellt. Bei der sogenann-
ten ,Stretch”-Mode (gezogene Mode) bewegt sich das leichte Ion mehr
als das schwere und die Schwingung findet 180° aufier Phase statt. Da-
durch bewegt sich der Schwerpunkt relativ wenig (aber immer noch ein
bisschen, was bei massengleichen Ionen mit pu = 1 nicht der Fall wére).
Bei der ,,COM”-Mode (Schwerpunkts-Mode), bewegt sich hingegen das
schwere Ion mehr als das leichte und die Bewegung der Ionen ist in
Phase. Dadurch schwingt auch der Schwerpunkt der Ionen stark mit. Es
ist auch zu erkennen, dass der Schwerpunkt im Durchschnitt bei beiden
Fallen nicht mit der Fallenmitte iibereinstimmt.

1 man beachte die p-Abhdngigkeit von p; = P> /,/qaop
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Abbildung 22: Moden eines 2>Mg / *°Ca Ionenkristalls. Es ist fiir die zwei
verschiedenen Moden jeweils eine Schwingungsperiode gezeigt.
Die gestrichelten Linien stellen die Fallenmitten dar.

5.3 RADIALMODEN

Um die Radialmoden zu berechnen, geht man analog zu den axialen
Moden im vorherigen Abschnitt vor. Damit die Moden in den glei-
chen Koordinaten angegeben werden konnen, ist es sinnvoll den Faktor
€ = w1,p/w , einzufithren, damit dann w%/x = w%,z(e2 —1/2) gilt [27].
Da die radialen Fallenfrequenzen in x- und y-Richtung identisch sind,
werden hier nur die x-Moden berechnet, die y-Moden sind gleich. Nach

etwas Rechnung ergibt sich die Lagrangefunktion dann zu

1(/0xX X ,
L:2<<6T1> —|—<2>) ZZB XiX; (5.31)

wobei X1 = x1,/qap, X2 =x2 /qaop und T = w1, wie oben. x; und x,
sind die Auslenkungen der beiden Ionen in x-Richtung. Die Matrix B’ ist

gegeben durch
ez —1
B, = 1 eff] * (532)
2yu [

Auch hier gibt es wieder eine Mode in der beide Ionen in Phase schwin-
gen und eine, in der sie gerade gegeneinander schwingen. Der analytische
Ausdruck fiir die Eigenvektoren und Eigenwerte ist sehr lang. Sei aber
beispielhaft das Verhiltnis von radialer zu axialer Fallenfrequenz des ers-
ten Ions als zwei angenommen 2w , = w1 x und das Massenverhéltnis
von Magnesium und Calcium. Daraus folgt, dass € = 3/v/2 (und p = 8/5
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wie oben). Die Eigenwerte und Eigenvektoren der zwei radialen Moden
ergeben sich zu

0,160

2 ’

w7 ~ 1,069 by = (5.33)

‘ ( 0.987 ) >3
0,987

2 ’

w3 = 3,564 by = : (5-34)

2 (0160> >4

Fiir dieses € ist das Verhiltnis der Bewegung der beiden Ionen in den
beiden Moden sehr viel grofser als fiir die axialen Moden. So bewegt sich
hier in der ,,COM”-Mode das schwere Calcium Ion fast nicht, wahrend
in der , Stretch”-Mode das Magnesium fast ruht.

5.4 SYMPATHETISCHES KUHLEN EINES ZWEI-IONEN-KRISTALLS

In der Quanten-Logik Uhr soll Kiihlung beider Ionen dadurch erzielt wer-
den, dass eines von ihnen (das Logik-Ion) mit einem zu einer Resonanz
rot verschobenen Laser gekiihlt wird und das andere (das Uhren-Ion)
durch die starke Coulomb-Wechselwirkung mit dem Logik-Ion ther-
malisiert wird. Dieses Prinzip wurde schon héufig diskutiert und bei
den vorhandenen Quanten-Logik Uhren in die Tat umgesetzt ([? ], [? ]).
Es soll hier eine einfache aber doch unter den genannten Annahmen
vollstandige Beschreibung dieses Prozesses angegeben werden.

Eine Moglichkeit Doppler-Kiihlen zu beschreiben ist, die durch den
Strahlungsdruck des Lasers auf das Ion gewirkte Kraft auszurechnen.
Sei der Laser an der Stelle des Ions als ebene Welle mit Wellenvektor k,
Wellenzahl k = |k| und Kreisfrequenz w angenommen. Die Verstimmung
zur Resonanz wy des atomaren Ubergangs sei durch den Parameter
A = w — wy gegeben. Die Geschwindigkeitskomponente des Ions in der
Propagationsrichtung des Laserstrahls sei v; dann ergibt sich durch den
Doppler-Effekt eine weitere Verschiebung der Laserfrequenz (aus Sicht
des Ions) zu einer Gesamtverstimmung von A — kv. Die Rate mit der
das Ion Photonen aus einem Laserstrahl mit Intensitit I absorbiert, kann
dann wie folgt angegeben werden [29]

r /1o
RZE 2
1+1/Io+ (2(A—kv)/T)

(5-35)

Hier ist I die Linienbreite (als Kreisfrequenz) und Iy die Sattigungs-
intensitdt des Ubergangs. Bei Absorption eines Photons wird dessen
Impuls hk auf das Ion iibertragen. Das Ion wird daraufhin spontan ab-
geregt werden, wobei sich das dabei emittierte Photon gemittelt tiber
viele Absorptions-Emissions-Zyklen symmetrisch in jede Raumrichtung
bewegt. Der Impulsiibertrag auf das Ion durch die spontane Emission ist
daher im Mittel null.

Die durchschnittliche Kraft, die auf das Ion wirkt, ist definiert als
Impulsiibertrag pro Zeiteinheit und kann hier angegeben werden als die
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Rate R, mit der Photonen gestreut werden, mal den durchschnittlichen
Impulsiibertrag hk bei jeder Streuung
r I/1p

F = = — .
R = e e 1 2(a 1) /)2 (5:36)

Dies ist die Kraft auf ein sich mit Geschwindigkeit v in Propagationsrich-
tung des Lasers bewegendes Ion. Die kinetische Energie, die hierbei auf
das Ion tibertragen wird, bzw. ihm entzogen wird, ist gegeben durch

dt — azrn\; = mvv =Vp = FV, (537)

wobei p = mv den Impuls des Ions darstellen soll.

Um den mittleren Energieiibertrag auf ein Ion, das sich in einem
harmonischen Potential mit Frequenz QO und Amplitude xo bewegt zu
berechnen, wird hier zuerst eine wichtige Annahme gemacht. Es sei
angenommen, dass sich ein Streuereignis auf wesentlich kleineren Zeit-
skalen abspiele als einer Oszillationsperiode. Dies ist dquivalent zu der
Bedingung I' > Q. In diesem Regime (dem so genannten ,weak bin-
ding” Regime [52]- dem Regime der schwachen Bindung) kann davon
ausgegangen werden, dass der Energietibertrag auf das Ion dem mitt-
leren Ubertrag iiber eine Oszillationsperiode entspricht (die Kraft sei
hierbei als klein genug angenommen, dass sie die Oszillationsbewegung
wiéhrend einer Periode nicht wesentlich verdndert). Die Geschwindig-
keitsverteilung p(v)dv einer harmonischen Oszillation ist gegeben durch

p(v)dv = ] dv, (5-38)

mvo/1— (v/vo)?

wobei vop = Qx( die maximale Geschwindigkeit wahrend der Schwin-
gung ist. Der mittlere Energieiibertrag auf das Ion ist dann

dT Vo dE in Vo
i J_ pv) dl‘z (v)dv = J_ p(v)vF(v)dv
_ hk?T1 J"O v
2rvolo ), /7 (v/vo)? (1 +1/Io + (2(A—kv)/l“)2>

(5-39)

Dieses Integral ldsst sich nicht analytisch 16sen. Eine Taylor-Entwicklung
in (kv/T') unter der Annahme, dass (|kv| < I') liefert jedoch ndherungs-
weise 2

dE I 2A/T
dt Io (14 1/1p + (24/T)2)

Diese Abschitzung ist fiir den Fall erfiillt, dass schon ein relativ kaltes Ion vorliegt. Fiir
die Kithlung von sehr heiflen Ionen dndern sich die Kiihlraten.
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Wird der Laser rot-verstimmt (A < 0), so ist diese Grofie negativ und
Kiihlung proportional zum Quadrat der Maximalgeschwindigkeit der
Schwingung setzt ein.

Der natiirliche zur Kiithlung konkurrierende Prozess entsteht durch
den Riickstof3, den das Ion bei jeder Streuung erhilt. Es soll hier gelten,
dass die Linienbreite so grof$ ist, dass kvg < I'. Hier ist vg = hk/m die
Geschwindigkeitsanderung des Ions durch die Absorption bzw. Emission
eines Photons. Gilt diese Bedingung, so spielt die Riickstofsenergie erst
bei so kleinen Geschwindigkeiten des Ions eine Rolle, dass in diesem
Regime angenommen werden kann, dass die Absorptionswahrschein-
lichkeit tiber die Schwingungsperiode konstant ist. Dann erhtht sich der
Impuls des Ions mit 50% Wahrscheinlichkeit um hk (wenn es gerade in
Propagationsrichtung schwingt) und er vermindert sich um hk ebenso in
50% der Félle (wenn das Ion gerade gegen den Laser schwingt). Der Pho-
ton Impuls geht also einen so genannten ,Random Walk” in hk Schritten.
Hinzu kommt noch die spontane Emission in den gesamten Raumwinkel.
Diese fiigt einen weiteren 1/3-Schritt hinzu. Pro Streuzyklus macht der
Impuls also 4/3 Schritte im Random Walk. Der Erwartungswert dieser Im-
pulsdnderungen ist null, aber der Erwartungswert der Energiednderung
entspricht gerade der Anzahl an Schritten mal h?k?/2m.3 Die Heizrate
durch den Riickstof3 ist also

dE  4h%k? 2h2Kk?
— == R = R. .
dt 3 2m 3Im (5-41)

Wobei hier fiir R die Streurate fiir v = 0 angesetzt werden kann. Das
ergibt

dE  2r%K*T /1o
dt 3m 2714+ 1/Iy + (2A/T)%

(5-42)
Im Gleichgewicht muss Heizrate = - Kiihlrate gelten. Setzt man (5.40) = -

(5.42) und 16st nach vy, so ergibt dies

,  AM2(1+1/Io + (2A/T)?)
Vo = emA (5-43)

fiir die minimale Geschwindigkeitsamplitude der Oszillation. Diese Funk-
tion nimmt ihr Minimum fiir eine Verstimmung

(%) =V (544)

an. Hier betragt die Energie in der Schwingung (= 3mv3) dann noch

1
Emnin = ghl“ 1+ /1. (5-45)

Mochte man dieses Ergebnis als Temperatur ausdriicken, dann muss
man die durchschnittliche kinetische Energie betrachten, die bei einer

Dies ist eine Eigenschaft des Random Walks. Nach n Schritten eines Random Walks ist
der mittlere quadratische Abstand vom Ausgangspunkt gerade durch n gegeben [25].
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harmonischen Schwingung genau der Halfte der maximalen kinetischen
Energie entspricht. Es muss dann gelten, dass kyT/2 = 1/2Ein. Dies
ergibt eine Minimaltemperatur von

1
Tmin = %hr\/ 1 + I/IO (546)

Dies ist bis auf einen Faktor % fiir kleine I gleich dem bekannten Doppler-
Limit T = hl'/2ky. Die Abweichung stammt von der dreidimensionalen
Betrachtung der spontanen Emission und ist konsistent mit [29].

5.4.1 Gleichzeitiges Kiihlen mehrerer Richtungen

Im vorherigen Abschnitt wurde nur das Kiihlen in eine Richtung be-
trachtet. Normalerweise soll aber in allen Raumrichtungen gekiihlt wer-
den. In einer Paul-Falle mit drei nicht degenerierten Fallenfrequenzen
Wy, Wy, W, ist dies dadurch moglich, dass der Laserstrahl so eingestrahlt
wird, dass er k-Komponenten (ky, ky, k;) in allen drei Raumrichtungen
hat. Im Folgenden sei diese Richtung beschrieben durch die Koeffizienten
(Ix, ly, 1z) mit

1. 1.
k=1, | k=] | (5-47)
1 .

Es soll hier kurz untersucht werden, wie sich die minimalen Tempera-
turen in Abhéngigkeit von diesen Koeffizienten verhalten. Es gibt nun
drei Schwingungsmoden mit Geschwindigkeitsamplituden v, vy und
V.. Zur Vereinfachung der Rechnung sei hier angenommen, dass sich v
in k-Richtung im Mittel immer noch wie eine harmonische Schwingung
verhidlt und sich an der Streurate nichts dndert. Allerdings wird bei jedem
Streuereignis nun nicht mehr der gesamte Impuls in jede Richtung {iber-
tragen, sondern nur noch der Anteil hkl, y . in die jeweilige Richtung (x,
Y, z). Damit dndert sich die Kiihlrate aus Gleichung 5.40 zu

dE 2 2 1 2A/T 5
dt =1 k® Viox 2+ (5.48)
dt xy,z x,Y,2 Io (1 +1/Tp + (ZA/F)Z)Z 0% Y,z 54

Bei der Heizrate dndert sich mehr. Der Beitrag der spontanen Emission
zur Heizleistung bleibt derselbe (h?k?/3 pro Streuereignis). Der Beitrag

der Absorption muss allerdings um einem Faktor li,y,z verringert werden.
Es gilt also
dE (312, .+ A2 T 1/Io
= (5-49)

dt xy,z 6m 21411y + 28/T)
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Gleichsetzen der Raten liefert nun im Gegensatz zum eindimensionalen
Fall

hr2(1+1/I0 + (2A/T)?)

v%}x,y,z = (3 + 1/li,y,z) 24m|A| (550)
3+1/12
Emin;x,y,z = %hl\/ 1+ I/Io (551)

Abhéngig von den Parametern 1y, ly, 1, geschieht also Folgendes. Im
Fall, dass der Laser entlang einer Koordinatenachse eingestrahlt wird
(beispielsweise 1, = 1,1y = 0,1, = 0), wird jene Mode gekiihlt auf das
Minimum wie schon im vorherigen Abschnitt beschrieben. Die anderen
beiden Moden wiirden dann theoretisch bis ins Unendliche geheizt
werden (nattirlich wiirde das Ion vorher die Falle verlassen). Wird der
Laser exakt gleichmaflig eingestrahlt (|lc| = [ly| = [l.| = \/W), dann
kiihlen alle Moden auf die gleiche Energie Enin = 1/20I"\/1 +1/Ip. Die
Temperatur des Ions ldsst sich dann mit 3/2ky, T = 3/2Emin als

hI’
Tmin = % V 1+ I/IO (552)

ausdriicken. Dies entspricht fiir kleine Intensitdten I < Iy genau dem
Doppler-Limit.

5.4.2 2-lonen Kristalle mit 6 Moden

Wenn ein Kristall aus zwei Ionen vorliegt, so existieren sechs Moden
anstelle von dreien. Es wurde in Abschnitt 5.1 gezeigt, wie sich die axia-
len Moden berechnen lassen und in Abschnitt 5.3 wie sich die radialen
Moden ergeben. Die Generalisierung des Kiihlungsschemas aus dem
vorherigen Abschnitt auf diese sechs Moden ist recht simpel. Die An-
nahme, die hier gemacht wird, ist, dass sich das gekiihlte Ion nach wie
vor in einem ndherungsweise harmonischen Potential aufhdlt und die
Gesamtstreurate konstant bleibt. Der Unterschied ist jedoch, dass sich bei
jeder Streuung die Energie, die auf die Bewegung des Ions in eine belie-
bige Richtung tibertragen wird, auf die beiden Moden in dieser Richtung
aufteilen muss. Bezeichnen wie in Abschnitt 5.3 by, b, die Eigenvektoren
und w%, w% die Eigenwerte der Moden in den normalisierten Koordina-
ten und seien &7 und «; die Schwingungsamplituden der beiden Moden.
Dann ist die Energie in der ersten Mode immer gegeben durch
T, 5, 15 z(bm)z + sz 2(b(2))2

EM: = sxJwy = zjw w
1= 5% 17110, 7 %1W1l0;

> (5-53)

wobei (b?) )? die j-te Komponente des i-ten Eigenvektors sein soll. Hier
ist der erste Term der durch Ion eins gestiftete Anteil an der Gesamt-
energie und der zweite Term gibt den Anteil von Ion zwei an. Wenn sich
jetzt die Energie in Ion eins um AEy, dndert, so dndert sich die Energie in
Mode eins um

AEMI =

(1)y2
AEp = (by )AEL. (5.54)
o2+
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Entsprechend miissen die Heiz- und Kiihlraten fiir die i-ten Moden

mit dem Faktor (bgl ) )? korrigiert werden. Die Raten fiir die i-te Mode

(i=1,2) in Richtung j (j = x,y, z) sind dann gegeben durch

dE I 2A)T
<dt_ > = (b1 hk? STV (559)
Y J Kuehl o1+ I/To + (ZA/F) )
dE (1) 2(3152+1)h2k2r I/1o
i = (by;’) 5 5. (5.56)
dt L)/ Heiz 6m 21 +1/Io + (ZA/F)

Die theoretisch erreichbaren minimalen Energien verdndern sich nicht,

da sich die Faktoren (bf] )? herauskiirzen.

5.4.3 Einbeziehung zusitzlicher Heizraten

In experimentell realisierten Ionenfallen wird das Doppler Kithiminimum
oftmals nicht erreicht, weil zusitzlich zu dem natiirlichen Heizen durch
die Riickstoflenergie noch weitere Terme bertiicksichtigt werden miissen.
Beispielsweise heizen etwa stochastische Feldfluktuationen auf den Elek-
troden der Ionenfalle die Moden ungleichméafig auf. Fiir Ionenfallen die
sehr grof3 verglichen mit der Ausdehnung der Ionenkristalle sind, wird in
[27] fiir die Heizrate einer Mode mit Eigenvektor b; ; und Kreisfrequenz
w;jw, die folgende Formel angegeben

dE qZSE(wiij) < (1) 1 (2))2
< dt X,y,z> Fluk 4my b2 T \/}j 1) (5 57)

wobei Sg (wijw;) die spektrale Energiedichte des elektrischen Feldes ist.
Der Faktor in den Klammern wird fiir die ,,COM”-Moden grofd und fiir
die ,Stretch”-Moden eher klein, da dort die b ) und b ) unterschiedli-
che Vorzeichen haben. Die Moden mit groﬁerer Schwerpunktsbewegung
werden stdrker geheizt, da die fluktuierenden Felder quasi konstant
iiber den kleinen Ionenkristall sind und daher nur den Schwerpunkt des
Kristalls anregen konnen. Um nun die minimale Energie einer Mode
herauszufinden, muss die Summe der Kiihlrate und der beiden Heizra-
ten gleich 0 gesetzt werden. Es sollen hier verschiedene Félle diskutiert
werden, je nachdem wie grof§ die Energiedichte S ist.

s SEHR HOCH Wenn S (das hier der Einfachheit halber als konstant
iiber die sechs Modenfrequenzen angenommen wurde) sehr grofs ist (also
sehr viel grofler als die natiirliche Heizrate), dann héngt die Heizrate so
gut wie nicht mehr von der Intensitit des Lasers oder der Verstimmung
ab. Daher lohnt es sich diese Parameter fiir optimale Kiihlrate anzupassen.
Optimieren von Gleichung 5.55 ergibt

opt =2Ip Aopt =—T/2. (5-58)
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Die Kiihlrate und die natiirliche Heizrate konnen dann angegeben wer-
den als

dE 1 1
<cn¢j> = — (033 )R vE (5-59)
"/ Kuehl
dE _(bm)zwf 1 (5.60)
dt i) e, 9 om 2 2 >

Da die Fluktuations-Heizrate als grofs angenommen wurde, ergibt sich
die minimale Modenenergie einfach durch Gleichsetzen der Kiihlrate mit
der negativen Fluktuations-Heizrate zu

(1), 1 .2)? 2
ST ] G I ORI 11 R
min = 317 (bgj) )2132 Ak2 L]Z \/ﬁ bgj) .
2
q-S
= f (5.62)
212
hk l].

wobei in der zweiten Zeile der Term in den Klammern als f definiert
wurde. An diesem Ergebnis sieht man, dass die Minimalenergie in einer
Mode in diesem Regime entscheidend von dem Verhiltnis der beiden
normalisierten Oszillationsamplituden bgj) und bglzj), sowie vom Mas-
senverhdltnis p abhdngt. Sei etwa ein optisches Uhrensystem gegeben,
dass aus einem 27 Al Uhren-lon und einem °Ca Logik-lon besteht. Fiir
die ,,COM”-Mode in axialer Richtung wird der f-Faktor 3,34 widhrend
er fiir die ,Stretch”-Mode nur etwa 0,62 betrdagt. Es wird sich also in
der ,COM”-Mode mehr als fiinf mal so viel Energie befinden, wie in
der ,Stretch”-Mode. Die Energie hdngt hier linear von S ab und es ist
offensichtlich, dass fiir niedrigere Temperaturen in diesem Regime die
fluktuierenden Felder vermindert werden miissen.

s SEHR KLEIN Wenn S so klein ist, dass die natiirliche Heizrate weit
unter Sattigungsintensitit sehr viel grofler ist als die Heizrate durch die
Fluktuationen, dann dndert sich die minimale Energie der urspriingli-
chen Rechnung hochstens um einen Faktor /1 + I/Iy, wie schnell aus
Gleichung 5.51 ersichtlich wird. In diesem Regime ist Epnin also weitge-
hend unabhingig von der spektralen Energiedichte des fluktuierenden
Feldes.

UBERGANGSBEREICH Im Ubergangsbereich kann man davon ausge-
hen, dass, wie im Bereich mit starken Fluktuationen, der Kiihllaser auf
optimaler Kiihlleistung betrieben wird. Die Formel von dort fiir die mi-
nimale Energie muss jedoch modifiziert werden, weil in diesem Bereich
gleichermafien natiirliche wie Fluktuationsheizung eine Rolle spielen. Es
ergibt sich fiir Epin

q°S

_ 2
Epmin = @f +RI2(1+1/(313)) (5.63)
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Diese Energie iiberschitzt die wahre erreichbare Energie mit einem Fak-
tor von maximal 2, wenn keine Zusatzheizung auftritt, und einem Faktor
1 < f < 2 fiir wachsende Heizraten. Soll abgeschitzt werden wie klein
die Heizleistung durch die Fallenelektroden sein muss, um eine gewisse
durchschnittliche Population m = Epin/hw aller Moden nicht zu tiber-
schreiten, so kann Gleichung 5.63 herangezogen werden. Im Beispiel des
Aluminium/Calcium Systems (mit wy = 2w;) hat die radiale ,COM"-
Mode den mit Abstand hochsten f-Faktor von ca. 120. Soll ein @ von 10
erreicht werden, dann miissen weniger als 3250 Quanten pro Sekunde
in die Mode geheizt werden. In Abbildung 23 ist die Abhdngigkeit von
1 gegen die Heizrate in Quanten pro Sekunden gezeigt. Hier sieht man
auch den relativ geringen Unterschied, den es macht, ob man bei maxi-
maler Kiihlrate (I = 21y, A = —TI'/2) einstrahlt oder ob sowohl Intensitat,
als auch Verstimmung immer der Heizrate angepasst werden. Da dies
im Experiment nicht praktikabel und sowieso auch nicht fiir alle Moden
gleichzeitig moglich ist, scheint die Einstrahlung bei maximaler Kiihlrate
sinnvoll.

1=21,, A=-T/2

Durchschnittliche Modenbesetzungszahl

0 1000 2000 3000 4000 5000
Heizrate in Quanten pro Sekunde [s"]

Abbildung 23: Besetzungszahl der radialen ,COM”-Mode in Abhéngigkeit von
der zusétzlichen Heizrate. Die obere, blaue Kurve gibt den Ver-
lauf der minimalen Energie beim Erhohen der zusitzlichen Heiz-
leistung an, wenn mit doppelter Sattigungsintensitit und halber
Linienbreite Verstimmung gekiihlt wird. Die untere, rote Kurve
hingegen zeigt den Verlauf, wenn die Intensitdt und die Verstim-
mung fiir jeden Heizratenwert optimiert werden.



LADEN VON CALCIUM-IONEN

Da die Vakuumapparatur der Aluminium Uhr zum Zeitpunkt der Fertig-
stellung dieser Arbeit noch nicht aufgebaut war, konnte die Ionisation
von Calcium dort nicht getestet werden. Stattdessen wurde das Ionisati-
onslicht per optischer Glasfaser in ein Nachbarlabor transportiert. Das
sich dort befindende System wurde aufgebaut, um Prazisionsspektro-
skopie an verschiedenen Ionen-Spezies durchzufiihren und hat deshalb
Calcium-Quellen. Das System basiert auf Magnesium, welches dort als
Logik-Ion Verwendung findet. In dem Labor sind keine Calcium-Laser
vorhanden, was bedeutet, dass sowohl die Laser-Kiihlung, als auch das
Auslesen von Zustanden tiber Fluoreszenz ausschliefllich iiber Magne-
sium Uberginge funktionieren. Das dort verwendete Lasersystem ist
in [23] beschrieben und eine ausfiihrliche Beschreibung des Apparates
findet sich in [22].

6.1 DETEKTIONSPRINZIP

Da die in dem verwendeten System eingebaute Optik kein Erfassen von
Fluoreszenz von Ca' Ubergéngen (typischer Fluoreszenziibergang bei
397 nm) erlaubt, musste ein alternatives Verfahren entwickelt werden, das
Laden eines Calcium-Ions dennoch nachweisen zu konnen. In der Falle
werden routineméfig einzelne oder auch mehrere Mg™ Ionen geladen,
sodass es nahe lag das Laden des Calciums indirekt iiber ein Magnesium-
Ion nachzuweisen. Der Ablauf des Nachweises funktioniert wie folgt:

1. Laden eines einzelnen 2>Mg"-lons und Notieren der Position des
Ions auf dem Bild einer CCD-Kamera, auf deren Chip das Fluores-
zenzlicht der Ionen abgebildet wurde

2. Hinzuladen eines zweiten 2>Mg*-Ions und Feststellung, wo die
Ionen entlang der axialen Richtung ihre Gleichgewichtspositionen
einnehmen

3. Erneutes Laden eines einzelnen 2>Mg*-Tons

4. Einschalten des Calcium-Ofens und der Calcium Photoionisations-
laser

5. Wenn das sichtbare Mg-Ion seine Position auf der Kamera von
der Zentralposition auf die gleiche Position dndert, in der es sich
befindet, wenn zwei Mg-Ionen geladen sind, dann liegt es nahe,
dass ein Calcium-Ion geladen wurde

Dieses Schema ist in Abbildung 24 skizziert.
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Mg P!

> ©6

Abbildung 24: Ca™-Ionen Detektionsschema. Die gewellten Pfeile deuten das de-
tektierte Fluoreszenzlicht der Magnesium-Ionen an. Das Calcium-
Ion wird nicht direkt detektiert, aber die Positionsdnderung des
Magnesiums ist gut auflosbar und erméglicht so eine indirekte
Detektion.

6.2 PHOTOIONISATIONS-LASER

Die Quelle fiir den ersten Schritt der Photoionisation war die in Kapi-
tel 4 ausfiihrlich beschriebene Frequenzverdopplung von 845 auf 423 nm.
Fiir den zweiten Schritt der Photoionisation (siehe Abschnitt 2.1) wurde
eine 375 nm Laserdiode' verwendet. Beides Licht wurde durch dieselbe
Glasfaser etwa 25 Meter in das Nachbarlabor transportiert. Durch diverse
Optiken und die Faser ging relativ viel Licht verloren, sodass am Ende
etwa 5 mW 423 nm Licht und 0,8 mW 375nm Licht aus der Faser kamen.
Mittels einer Linse mit einer Brennweite von 300 mm wurde das Licht
auf etwa 30 um im Fallenzentrum fokussiert. Der 423 nm Laser wurde in
seiner Frequenz um einen GHz periodisch verfahren, um den Ionisati-
onsiibergang zu treffen. Optimales Laden wurde bei einer Laserfrequenz
von

709,0778THz < fa23 < 709,0788THz (6.1)

beobachtet. Nach dem Laden sah man das Magnesium-Ion im Mittel
etwa im Sekundentakt von der linken Gleichgewichtsposition zur rechten
springen.

63 AUSMESSEN DER AXIALEN MODENFREQUENZEN VON ZWEI MA-
GNESIUM-IONEN

Weil es nahe lag beim Arbeiten mit zwei Ionen auch die Theorie aus dem
letzten Kapitel zu tiberpriifen, wurden die Modenfrequenzen von zwei
25Mg*-lonen, die zusammen in einer Falle gefangen waren, vermessen.
Hierzu wurde ein Raman-Ubergang in den Magnesium-Ionen zwischen

1 Nichia NDU1113E
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den Hyperfeinstruktur-Niveaus des Grundzustandes getrieben (siehe
[23]). Die Raman-Strahlen konnten mittels akusto-optischen Modulatoren
(AOM) um einige MHz verstimmt werden. Der Ubergang wurde genau
dann angeregt, wenn die Raman-Strahlen genau auf Resonanz w =
wo waren oder wenn sie gerade so verstimmt wurden, dass zuséatzlich
zur Anregung des Atoms noch eine Anregung der jeweiligen axialen
Schwingungsmode stattfinden konnte (w = wo + w,1,,2). Diese Technik
des Ausmessens der axialen Modenfrequenzen war in dem Experiment
schon routinemégig fiir einzelne 2>Mg*-lonen implementiert und lief
sich relativ problemlos auf zwei Ionen anwenden. Eine Messung ist in
Abbildung 25 gezeigt.
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Abbildung 25: Ausmessen der axialen Schwingungsmoden fiir zwei 2>Mg™-
Ionen. Auf der Ordinate ist die mittlere Anregung des Hyper-
feinstrukturiibergangs aufgetragen und auf der Abszisse die
Frequenz der AOMs, die zur Verstimmung der Raman-Laser
verwendet wurden.

Hier ist die mittlere Anregung des Ubergangs gegeniiber der Frequenz
der AOMs dargestellt. Der Ubergang ohne Anregung einer Schwingungs-
mode ist der linke Peak. Bei einer AOM-Frequenz, die von diesem Wert
gerade um (w,1/2m)/4 abweicht, wurde die erste Schwingungsmode
angeregt. Der Faktor 4 kommt daher, dass beide Raman-Strahlen jeweils
zwei gleich eingestellte AOMs durchlaufen, und zwar wird einer der
beiden Strahlen in seiner Frequenz erhoht, wahrend die des anderen ver-
mindert wird. Insgesamt dndert sich die Frequenz der Raman-Anregung
also um 4x die AOM Frequenz. Bei etwas grofierer Verstimmung wurde
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dann die zweite Schwingungsmode angeregt. Die beiden Schwingungs-
moden w1, w; kénnen aus der Messung zu

wq = 27-4-0,398 + 0,004 MHz = 10,0 £ 0, 1 MHz (6.2)
Wy = 2m-4-0,692 + 0,004 MHz = 17,4 + 0,1 MHz (6.3)

bestimmt werden. Ihr Verhiltnis w,/wq = 1,74 £ 0,01 stimmt im Rah-
men der Messungenauigkeit sehr gut mit der theoretischen Vorhersage
w2/wi =3 ~ 1,732 aus dem letzten Kapitel tiberein.

Dies bedeutet, dass es mit dem verwendeten System moglich sein
miisste durch die Vermessung der axialen Modenfrequenzen beispiels-
weise die Masse von nicht-Magnesium Ionen, die in die Falle geladen
wurden, zu bestimmen. Der Versuch dieses Experiment mit einem Ma-
gnesium und einem Calcium-Ion durchzufiihren scheiterte jedoch an der
zu geringen Lebensdauer der Calcium-Ionen in der Falle.



ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Diese Arbeit beschreibt zum einen die theoretischen Aspekte und die ex-
perimentelle Realisierung einer Frequenzverdopplung von 844 nm Licht
und zum anderen ein Modell zum Berechnen von Grenzen der Laserkiih-
lung von Ionenkristallen mit zwei Ionen unterschiedlicher Spezies.

Es wurde die Photoionisation von Calcium diskutiert und die Metho-
de der zwei-Farben-Photoionisation erldutert. Es wurden auch die in
der Literatur gefundenen Angaben fiir die Photoionisationswirkungs-
querschnitte von angeregtem Calcium zusammengefasst und das Fazit
gezogen, dass eine Photoionisation von Calcium mit einem 423 nm La-
ser zum Anregen des 4s4p'P; Zustandes und einem 375nm Laser zum
darauf folgenden Ionisieren effizient realisierbar ist.

Die theoretische Erlduterung der Frequenzverdopplung setzte bei der
Einfithrung der nichtlinearen Polarisierung eines dielektrischen Mediums
an und wurde dann weitreichend weiterentwickelt. Die Wellengleichung
in nichtlinearen Medien wurde aufgestellt und die Bedingungen, unter
denen ihre Losung signifikante Lichtentstehung bei der Frequenzver-
doppelten einer Fundamentalwelle ergibt, diskutiert. Ein dazu wichtiges
Kriterium, die sogenannte Phasenanpassung, wurde untersucht und ver-
schiedene experimentelle Realisierungen selbiger wurden angegeben.
Insbesondere die Quasi-Phasenanpassung wurde detailliert betrachtet
und kurz die fiir ihre Implementierung notwendige Ferroelektrizitat
motiviert.

Die notwendigen Anpassungen der Theorie bei Verwendung von Gauf3-
Strahlen wurde angesprochen und die erreichbaren Effizienzen in dem
verwendeten Material PPKTP berechnet. Das Ergebnis dieser Rechnung —
eine Effizienz von weniger als 0,3% fiir Eingangsleistungen von 100 mW —
wurde genutzt, um die Notwendigkeit eines optischen Resonators zur
Effizienzerhohung zu motivieren. Dieser wurde ausfiihrlich erklart und
sein Effekt auf die Effizienz der Verdopplung quantitativ hergeleitet und
eine maximale Konversionseffizienz von bis zu 70% in resonanten PPKTP-
Verdopplern mit typischen Dimensionen und Verlusten postuliert.

In dem Kapitel tiber den experimentellen Aufbau des Verdopplers
wurde die verwendete Laserquelle, die Astigmatismuskompensation
und der genaue Aufbau des Resonators beschrieben und alle verwen-
deten Komponenten genannt. Um den Resonator zu charakterisieren
wurden verschiedene Finesse-Messungen durchgefiihrt und damit die
Reflektivitdten der Spiegel berechnet. Es wurde auch der Absorptionsko-
effizient von PPKTP bei 845 nm Licht bestimmt, der vorher nach Wissen
des Autors nirgends verdffentlicht wurde. Der gemessene Wert betragt
(x =0,0027 +0,0009) cm~—".
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Messungen der Effizienz der Verdopplung fiir verschiedene Einkoppel-
spiegel und Eingangsleistungen wurden angegeben und mit der Theorie
verglichen. Im Rahmen der Messunsicherheiten stimmten die gemessenen
Kurven aufSerordentlich gut mit den theoretisch berechneten iiberein. Die
maximal erreichte Effizienz wurde als 41,6% bei einer Eingangsleistung
von 72,6 mW angegeben.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde zunédchst kurz das Prinzip einer
linearen Paul-Falle erkldrt. Daraufthin wurden die axialen und radialen
Schwingungsmoden eines zwei-lonen-Kristalls unterschiedlicher Massen
berechnet. In Anschluss wurde aufbauend auf einem Strahlungsdruck-
Modell zuerst die minimal durch Doppler-Laser-Kiihlen erreichbare Ener-
gie in einer Schwingungsmode eines einzelnen Ions in einer Dimension
berechnet. Dieses Ergebnis wurde dann zuerst auf drei Dimensionen
und dann auf zwei Ionen unterschiedlicher Massen erweitert. Der Effekt
einer zusétzlichen Heizrate wurde in die Rechnungen integriert und es
konnte eine Kurve angegeben werden, wie grofs die zu erwartende Beset-
zungszahl T der von den sechs Moden am meisten geheizten radialen
,COM”-Mode in Abhdngigkeit von der Heizrate ist.

Beide Teile der Arbeit wurden im Hinblick auf das Errichten einer op-
tischen Atomuhr geschrieben. Die stabil laufende Frequenzverdopplung
zur Photoionisation wird hierbei ein wichtiger Bestandteil des Lasersys-
tems der Uhr werden. Die theoretischen Berechnungen der Modenbeset-
zung T fiir verschiedene Heizleistungen erlauben nun im néchsten Schritt
die Abschitzung der verbleibenden Bewegung des Aluminium-Ions nach
dem Laserkiihlen und damit auch die Berechnung einer erwarteten Fre-
quenzverschiebung des Aluminium-Ubergangs durch den Doppler Effekt
zweiter Ordnung.
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